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Analisis Estadistico de datos muestrales.
Fundamentos de la Teoria de la probabilidad.
Variables aleatorias.

Modelos probabilisticos comunes.

Distribuciones muestrales.




S.

Variables aleatorias Conjuntas.

Objetivo: El alumno conocera el concepto de variable aleatoria

conjunta y podra analizar el comportamiento probabilista,
conjunta e individualmente, de las variables a través de su
distribucion, e identificara relaciones de dependencia entre
dichas variables.

5.1 Variables aleatorias conjuntas discretas: Funcion de probabilidad
conjunta, su definicion y propiedades. Funciones marginales de
probabilidad. Funciones condicionales de probabilidad.

5.2 Variables aleatorias conjuntas continuas: Funcién de densidad conjunta,
su definicion y propiedades. Funciones marginales de densidad.
Funciones condicionales de densidad.

5.3 Valor esperado de una funciéon de dos o mas variables aleatorias. Valor
esperado condicional.

5.4 Variables aleatorias independientes. Covariancia, Correlacion, y sus
propiedades. Variancia de una suma de dos o mas variables aleatorias.

5.5 Distribucion normal bivariada.



Funcidon de probabilidad conjunta,
su definicion y propiedades.
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En muchas ocasiones se requiere analizar el comportamiento
probabilistico de dos o mas variables aleatorias
simultaneamente, esto es la probabilidad de su interseccion.

Consideremos la probabilidad de la interseccion de los eventos A y B, si
asociamos X al evento A y Y al evento B respectivamente y X e Y son
discretas, la funcion de probabilidad conjunta se denota como

Plx,y)=PX =x,Y =y)

donde x e y son todos los posibles resultados del evento A y del evento B
respectivamente. Lo anterior puede extenderse a un numero mayor de
variables aleatorias la funcion de probabilidad conjunta en tal caso se
puede denotar como:

P(x;, X, X; ...X,) donde n es el numero de variables aleatorias
involucradas




Para que una funcion distribucion de probabilidad conjunta de dos
variables aleatorias X y Y sea considerada como tal, debe cumplir
lo siguiente:

Si X e Y son discretas Si X e Y son continuas
0<P(x;y;) <1 flx,y) =0
ZZP(xi,yj) =1 f j fx,y)dxdy =1
Vi Vj —00 —00

d b

Plx,y) =PX =x,Y =y) p(agxgb,chSd)=jff(x,y)dxdy

c a




Distribucion de probabilidad acumulativa conjunta:

F(x,y)=PX <x,Y <vy)

Si X e Y son discretas

F(x,y) = z Z P(t,u)

Vusy Vtsx

Si X e Y son continuas

F(x,y) = fy fxf(t, u)dtdu



Distribuciones de probabilidad marginales:

Si X e Y son discretas

P() =) P(xy)
vy

P(y) = ZP(x,y)
Vx

Si X e Y son continuas

fo() = j £ y)dy

fO) = j £ y)dx




Ejemplo 1:

Un fabricante de bombas para agua, somete sus productos terminados a una revision final. Se
le han presentado dos tipos de defecto: eléctrico (en 3 diferentes componentes) y mecanico (en
2 diferentes componentes), el numero de cada tipo de defecto correspondera a una variable; X
a la ocurrencia de defectos eléctricos e Y a la ocurrencia de defectos mecanicos.

El resultado de la revision de 20 bombas se muestra en la tabla siguiente:

x| 0 1 2 3 a) Verificar que se trata de una
y distribucion de probabilidad.
0 8 3 2 1 b) Encontrar la distribucion
fxy) 20 20 20 20 marginal de Xy la de Y.
’ 1 3 | 1 c) Encontrar las distribuciones
s 20 | 20 condicionales de X dado Y y de
20 2 | 2 Y dado X.
20
3
3 20 2
20 L lzo e
i o 5'20 X




Ejemplo 2:

Una compaiia distribuidora de musica grabada, tiene para venta discos compactos y cintas.
Considerando que X representa la venta de discos compactos y Y representa la venta de cintas
y suponiendo que f(x, y) representa la funcion distribucion de probabilidad de venta conjunta.:

La unidad representa la venta de
3_x_y, 0<x<£1, Ogygx 1000 discos durante un mes.

f(x,y)= O, en otro caso

f(x,y)

(0,0,3) e
a) Verificar que se trata de una

distribucion de probabilidad.
(102) b) Encontrar la distribucion

marginal de Xy ladeY.

c) Encontrar las distribuciones

condicionales de X dado Y y de
(119 Y dado X.

(1,10)




Si h(x, y) es una funcion de las VA conjuntas X e Y, entonces:

Si X e Y son discretas Si X e Y son continuas
Flhee ) E{h(x,)) joo joo R y)f (x, y)dxd
x)y — x'y x’y X y
= > > hy)PEy) J
Vy VX

Valor esperado de la suma de dos funciones de las VA conjuntas X e Y

E{h(x,y) g (x, y)}=E{h (x,y) } £E{g (X, y)}




Si X e Y son dos VA conjuntas, entonces, la curva de regresion de X
nos muestra el grado de asociacion existente entre las dos variables,
sin presuponer alguna relacion causa efecto:

La curva de regresion se define como la esperanza matematica de Y
dado X, esto es:

E{Y|X} = J_ vf ylx)dy

Donde f(y|x) es la funcion de densidad condicional de Y dado X

Ejemplo 3:

Para el ejemplo de la distribuidora de musica, encontrar y dibujar la
curva de regresion:




La covarianza de dos VA conjuntas X e Y se define
como:

0%y, = E{xy} — E{x}E{y}

Caso particular: si E{xy} = E{x}E{y}

entonces:

0%xy =0

Y en este caso se dice que las VA X e Y son estadisticamente
independientes.




Sean Xy Y dos variables aleatorias y f(x, y) su distribucion de
probabilidad conjunta, también considérense a y b dos constantes.
Deseamos obtener la variancia de la funcion aX + bY
Aplicamos la definicion de varianza:

Var[aX + bY]=E[(aX + bY)2]=?

Ejercicio de clase: Desarrollar... y encontrar la expresion correcta:

Var[aX + bY]=a2V[X]+b2V[Y]+2Cov[X,Y]

Caso particular: si Xy Y son independientes, entonces: Cov[X,Y]=0
y Var[aX + bY]=a2V[X]+b2V[Y]




Consultar el siguiente articulo:

Gallego, F. 2010. Analisis Multivariado, La distribucion normal
bivariada, Universidad Nacional sede Manizales. Recuperado el 6
de noviembre de 2012. Disponible en:

Tarea: encontrar un ejercicio resuelto de aplicacion
de la distribucion normal bivariada.



