FACULTAD DE
INGENIERIA

. |

U N A M

IDENTIFICACIC:)N DE
SUPERFICES CUADRICAS

LUIS HUMBERTO SORIANO SANCHEZ

Captura:
Hanna Leslye Garcia Guerra
Evelyn Salazar Guerrero



IDENTIFICACION DE SUPERFICIES CUADRICAS

Definicién. Se llama superficie al conjunto de puntos, y solamente de aquellos puntos,
cuyas coordenadas satisfacen una sola ecuacion de la forma

F(x,y,z)=0

Definiciéon. Se llama superficie cuadrica, o simplemente cuadrica, aquella cuya
ecuacion es de la forma:

Ax2 +By2 + Cz2+Dxy + Exz+ Fyz+ Gx+ Hy +lz+J=0 .......... (a)

En donde, por lo menos, de los seis coeficientes A, B, C, D, Ey F es
diferente de cero.

Las superficies se clasifican en:

i) Elipsoides.

i) Paraboloides.
iii) Cilindros.

iv) Conos

V) Hiperboloides.

En el caso de que los tres coeficientes D, E y F sean nulos simultaneamente, el eje o
los ejes de la superficie son paralelos a los ejes coordenados. En estas circunstancias,
los signos de los coeficientes A, B y C permiten hacer una pre-identificacion de la
superficie:

Si A, By C tienen el mismo signo, la ecuacién representa un elipsoide.




Como un caso particular, la ecuacién puede representar un punto.

Por ejemplo, la ecuacion (x—1)* +(y+3)* +z* =0 representa al punto de coordenadas
(1, -3, 0).

También, puede representar el caso de que la ecuacion no represente lugar geometrico
alguno.

Por ejemplo, la ecuacion x* +y® +z> +16 =0 no representa lugar geométrico alguno ya
qgue no existen valores reales de x, y y z que la satisfagan.

Si dos de los coeficientes son positivos y el otro es negativo, la ecuacion representa un
hiperboloide o un cono.




Si dos coeficientes A, B o C son nulos, la ecuacién representa un cilindro parabdlico.
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Si los coeficientes A, B y C son nulos, la ecuacion representa un plano (en este caso, la
superficie no es cuadrica).

2x+y+3z-6=0

Si la ecuacién (a) consta tan solo de dos variables, representa un cilindro recto cuya
recta generatriz es perpendicular al plano coordenado cuyas variables aparecen en la
ecuacion. En esta situacion, el cilindro toma el nombre de la curva directriz.

x> +y*=4

Cilindro circular recto




Como un caso particular, la ecuacion puede representar un par de planos que se cortan
0 una recta paralela a un eje coordenado.

x*—y? =0 (x=1+(y-2)"=0

Dos planos que se cortan Recta paralela al eje Z

Si la ecuacion (a) consta de tan solo una variable, representa uno o dos planos
paralelos a alguno de los planos coordenados (en este caso, tampoco se trata de una
cuadrica).

Z-4=0 = Z=2y Z=-2

Para identificar con toda precisidon a la superficie, se pueden completar trinomios
cuadrados perfectos en la ecuacioén (a) y se hace referencia a las siguientes:



Graficas y ecuaciones representativas de las superficies cuadricas.

1. ELIPSOIDE.

En caso de que las coordenadas del centro sean (h, k, |):
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En caso de que dos semi-ejes sean iguales (a = b, por ejemplo), se trata de un elipsoide
circular o de revolucion.

En caso de que dos de los semi-ejes sean iguales (a=b, por ejemplo), se trata de un
elipsoide circular o de revolucion.

En caso de que los tres semi-ejes sean iguales (a=b=c), se trata de una esfera.

Las trazas en los planos paralelos a los planos coordenados son elipses (o
circunferencias).



PARABOLOIDE ELIPICO.

En caso de que las coordenadas del vértice sean (h, k, I):

(x=h?* (y-k)?* z-I
2 T 2
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En caso de que a = b, se trata de un paraboloide circular o de revolucion.

La traza en el plano z = 1 es el punto de coordenadas (h, k, I). Las trazas en planos
paralelos al plano xy son elipses (o circunferencias). Las trazas en planos paralelos axz
y yz son parabolas.



PARABOLOIDE HIPERBOLICO.

La traza en el plano z = 1 es un par de rectas que se intersecan en el origen. Las
trazas en planos paralelos al plano xy son hipérbolas. Las hipérbolas que estan arriba
del vértice abren en la direccion del eje y y las que estan abajo, en la direccion del eje x.
Las trazas en planos paralelos a los planos xz y yz son parabolas.



CONO ELIPTICO.
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En caso de que las coordenadas del vértice sean (h, k, I):

(x=hy (y-k)’ _(z-If

a’ b2 c?

En caso de que a = b, se trata de un cono circular o de revolucion.

La traza en el plano Z = | es un punto y las trazas en planos paralelos al plano xy son
elipses (o circunferencias). Las trazas en los planos x = h y y = k son parejas de rectas
que se intersecan en el vértice. Las trazas en planos paralelos a los planos
coordenados xy y yz son hipérbolas.



HIPERBOLOIDE ELIPTICO DE UN MANTO.

Si las coordenadas del centro son (h, k, |):

(x-hy

y—ky (z-1y
> =1
a b c
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Si a = b, se trata de un hiperboloide circular o de revolucién.
Las trazas en planos paralelos al xy son elipses (o circunferencias).
Las trazas en planos paralelos al XZ y al YZ son hipérbolas.

En el caso de que uno, al menos, de los coeficientes D, E y F sea diferente de cero,
entonces el eje o ejes de la superficie son oblicuos respecto a los ejes coordenados.
En este caso, para hacer la identificacion de la superficie lo mas recomendable es
hacer una rotacién de los ejes de coordenadas, de modo que se eliminen los términos
“cruzados” y se pueda hacer la identificacion segun el procedimiento que se explicé
anteriormente.



Ejemplo. Por medio de una rotacidbn de ejes, identificar la superficie cuya
representacion analitica es:

25x% +9y? —24yz+16y*-100=0

Para calcular el angulo de rotacién: tan26 = % =-3.42

8 =53.13°

Las ecuaciones de transformacion son:

Y =Y'c0os53.13°-Z'sen53.13°
Z=Y'cos53.13°+7'sen53.13°

Entonces:

Después de sustituir, desarrollar y simplificar, se obtiene

La superficie es un cilindro circular recto, cuyo eje esta contenido en el plano yz y forma
un angulo de 53.13° con el eje y.

En el caso de que la ecuacion cartesiana de la superficie aparezcan los tres términos
“cruzados”, es posible hacer la rotacién de los tres ejes de
coordenadas mediante el uso de las Férmilas de Euler X*+2°=4 (Referencia:
Geometria Analitica en el Espacio Enfoque Vectorial, Z6zimo Menna Goncalvez).

Una mejor forma de eliminar los términos “cruzados” es la de aplicar el Teorema de los
ejes principales (Referencia: Algebra Lineal, Stanley |. Grossman).
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