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Prefacio

Con el propésito de tener préctica al repasar los temas de clase, he ido com-
pilando algunos problemas de la materia de Célculo Vectorial que pueden ser
utiles, ya sea porque ilustran algunos temas comunes en los exdmenes, técnicas
recurrentes de resolucién, o pueden iluminar algiin aspecto de la teoria. Incluso
cuando uno cree haber entendido bien la materia, es importante sistematizar
nuestra practica al resolver problemas. La intencién es que este problemario
contenga lo minimo que se espera que hayamos aprendido al terminar el curso.

He resistido la tentacién de incluir problemas demasiado dificiles (pero que
podrian en otros aspectos ser muy interesantes). Hago esta observacién para en-
fatizar que este documento es sélo una fuente de ejercicios: debe estar precedido
por un estudio disciplinado en clase y en libros de texto, y deberia ser anterior
a un estudio de temas avanzados del interés particular de cada estudiante.

Originalmente solo habia escrito la resolucién de algunos problemas; ahora
me parece que pueden ser de provecho dos variantes: problemas propuestos con
la respuesta (pero sin solucién) y problemas con el formato de opcién unica.
Este tltimo formato también es un experimento: si se lee el documento con
Acrobat Reader, la funcionalidad de Javascript permite calificar el examen y
simular ciertos tipos de éxamenes. La guia para estas variantes es tener mayor
variedad de problemas sin que el documento sea demasiado largo o se convierta
en un libro de texto.

He realizado mi mejor esfuerzo para verificar que todas las respuestas sean
correctas; seguramente no es asi. Es frustrante iniciar el estudio de una materia
nueva y descubrir que nuestras fuentes de estudio no son fiables. Agradeceré los
reportes de errores para mejorar este problemario en versiones posteriores.

José Luis Flores Silva



Capitulo 1

Extremos de funciones

1. Sea f(x,y) = Ax® + B con A # 0. ;Cudles son los puntos criticos de f?
;Son méaximos locales o minimos locales?

Solucién. Los puntos criticos son aquellos en los que las derivadas par-
ciales son iguales a cero:

of

of
@—O.

De donde z = 0. Como no hay condicién sobre y, los puntos criticos son
entonces los de coordenadas (0,y), es decir, el eje y.

El discriminante es 0, por lo que el criterio de la segunda derivada no

ayuda en este caso.» Sin embargo, es facil ver que si A > 0, la funcién Si el criterio de la
g(z) = Az? tiene su minimo en x = 0, por lo que los puntos criticos segunda deriva-
corresponden a minimos locales en este caso. De igual manera, si A < 0, da no decide, no

los puntos criticos corresponden a maximos locales. significa que no
se pueda encon-

2. Sea f(z,y) = 2% — 22y + y%. Aqui el discriminante es igual a cero. ;Qué trar la naturale-

son los puntos criticos: minimos locales, méximos locales o puntos silla?  za de un punto
critico por otros

Solucién. Los puntos criticos son aquellos en los que las derivadas par- medios

ciales son iguales a cero:

ﬂ:2x72y:0éz:y
ox
g:f2x+2y:0¢x:y.
dy

Entonces los puntos criticos tienen coordenadas (a, a). La funcién se puede
escribir como f(z,y) = 22 —2zy+y? = (x—1y)?, que en los puntos criticos
es igual a 0: el menor valor posible para un cuadrado de valores reales;
por lo tanto, los puntos criticos son minimos locales.



3. Dada la funcién f(z,y) = yarctan(z), encuentra sus puntos criticos y
determina la naturaleza de cada uno de ellos.
[Primer Examen Final “B” 2005-1 Problema 1]

Solucién. Las condiciones para que un punto sea critico son:

g—z:arctan(x):Oéx:O
of _ y _
Gix_l—l—x?:y_o'

Por lo que el inico punto critico es el origen. Ademas, fyy =0y foy = ﬁ

por lo que

NCAANEE 2f\° 1 \?
p=(5z) (52) - (ort) = (i5) <°

en (0,0). Entonces, (0,0) es el Gnico punto critico y es un punto silla.

4. Determina la naturaleza de los puntos criticos de la funcién f(z,y) = e%*v.

[Primer Examen Parcial “A” 2005-1 Problema 1]

Solucién. En los puntos criticos, las primeras derivadas parciales son cero:

fo = 6ye®®¥ =0
fy= 62e5Y = 0.
Como €%%Y £ 0 para cualesquiera valores de z y de ¥, la tinica solucién al
sistema es cuando x = y = 0. Las segundas derivadas son:
fa:aj — 36y266.’1:y
fyy = 36x2e57Y
fuy = 362y + 654V,

El valor del discriminante en el origen es D = 0-0 — 6% = —36 < 0. Por lo
tanto, el origen es el tinico punto critico y es un punto silla.

5. Determina la naturaleza de los puntos criticos de la funcién f(z,y) =
3 +y3 — 3zy.
[Primer Examen Parcial “A” 2004-2 Problema 1]

Solucién. Al igualar la primeras derivadas a cero, obtenemos que:

fe=322—-3y=0 N 2=y
y=3y>—32=0 Y2 =2z

de donde 2* = 2 = z(2® — 1) = 0, que tiene como soluciones reales a 0 y
1, de manera que hay dos puntos criticos: P;(0,0) y P(1,1). Las segundas



15+

10+

derivadas son fy» = 62, fyy = 6y y fzy = —3. El valor del discriminante
en cada punto critico es D1 = =9 y Dy = 36 — 9 = 27, respectivamente,
por lo que P; es un punto silla mientras que P, es un minimo debido a que
fzz > 0 en Ps. Es 1til ver los puntos criticos en la grafica de la funcién,
que se muestra en la Fig. 1.1.

D
Ny,
\

Figura 1.1 Gréfica de f(z,y) = 2> + y® — 32y y sus curvas de nivel

6. En los siguientes ejercicios, encuentra los puntos criticos de f y determina

si son maximos, minimos o puntos silla.

a) f(z,y) =2 —y* +ay
b) fla,y) =2 +y° + 22y
¢) fla,y) ==y
d) flz,y) =3z +2zy+2x+y*> +y+4
e) f(x,y) = cos (m2 + yz). Aqui sélo considera los puntos criticos (0,0),
(V7/2,/7/2), ¥ (0, V7).
Solucién.

a) Los puntos criticos estdn determinados por las ecuaciones:

f$:2m+y:O
fy=—"2y+2=0

cuya unica solucién es el punto (0,0). El discriminante es
D= fx:cfyy _fxy2 =2 (—2) —-12=-5 <0,

por lo que el origen es el inico punto critico y es un punto silla.



b)

Los puntos criticos estan determinados por las ecuaciones:

fe=2x+2y=0

fy=2y+2x=0
cuya soluciéon es x = —y. El discriminante es D = 0, por lo que
el criterio del discriminante no decide el tipo de punto critico. Sin
embargo, ya que funcién es f(x,y) = (z+y)?, es decir, el cuadrado de
un nimero real, tenemos que el menor valor posible es precisamente

el que se da en los puntos criticos, que es cero. Por lo tanto, los puntos
criticos son de la forma (x, —z), y son minimos locales.

Los puntos criticos estan determinados por las ecuaciones:
2 2
fo=2xel™ 7Y =0
_ I+a®—y® _
fy = —2ye =0

La funcién exponencial es positiva para cualquier valor real del ex-
ponente, por lo que la tnica solucién es el punto (0,0). Las segundas
derivadas son:

2 2 2 2
fop = da?e!To 7Y L gelte Y
o2 14z —y? 1422 —y?
fyy = 4y~e vo—2e v
2 2
fl‘y = _4xyel+x Y

el discriminante en el origen es D = —4e? < 0. Entonces, el origen es
el inico punto critico y es un punto silla.

Los puntos criticos estan determinados por las ecuaciones:

fr=6x+2y+2=0
fy=2c+2y+1=0
cuya tunica solucién es x = y = —i. El discriminante es D = 8 > 0,

por lo que el punto es un extremo. Dado que los valores de foz ¥ fyy
son positivos, tenemos que el punto (—i, —%) es un minimo local.

Los puntos criticos estan determinados por las ecuaciones:
fz = —2xsen (arQ + y2) =0
fy = —2ysen (m2 + yz) =0
Los puntos criticos son los puntos (z,y) tales que 2% + y? = 7n,

donde n es un entero cualquiera (por ejemplo, el origen corresponde
a n =0). Las segundas derivadas son:

foz = —2sen (m2 + y2) — 422 cos (332 + y2)
fyy = —2sen (x2 + y2) — 49? cos (x2 + y2)
foy = —4xycos (J:2 + y2)



El discriminante en los puntos criticos que se estan considerando es:
D) = D(m7m) = D, = 0, por lo que el criterio de la
segunda derivada no ayuda. Sin embargo, sabemos que la funcién
cos tiene valores entre 1 y —1, de manera que podemos deducir que

(0,0) es un mdximo local, mientras que (v/7/2,/7/2) y (0,+/7) son

minimos locales.

7. Se desea construir una ventana de drea méaxima como la mostrada en la
figura. Utiliza el método de la segunda derivada para calcular las dimen-
siones de la ventana si su perimetro debe medir 20 m.

Solucidén. El lado vertical de la parte rectangular de la ventana mide
y—x/2, de modo que el 4rea de la ventana es la suma del drea rectangular
y el drea del semicirculo superior de radio z/2:
z 1 z?
A= (y-2) a2

@)=z (y—2)+ 575
Por otra parte, el perimetro de la ventana es 2(y —xz/2) +z = 20, de donde
tenemos que y = 10 — 7z /4. Al sustituir y en A(z,y), obtenemos el 4rea
de la ventana en funcién de una variable:

A(x) = 10z — 2? (; + g) .

Al derivar esta funcién e igualar la derivada a cero, encontramos los puntos
criticos:

dA T 40
Y2 10— (1 ,) - -
e O—x(1+ 1 0=z T
La segunda derivada de A es % = —1 — w/4; que, evaluada en el punto

critico, es negativa, por lo tanto, el punto critico es un maximo. Al sustituir
el valor de z encontramos y = 40/ (7 + 4).

8. Un proyectil tiene un dispositivo de control remoto que es sensible a la
temperatura y a la humedad. Si t es la temperatura en °C y h es el



porcentaje de humedad, el alcance I medido en km sobre el cual se puede
controlar el proyectil esta dado por:

L = 27800 — 5t2 — 6ht — 3h2 + 400t + 300h

; Cuales son las condiciones atmosféricas que permiten un mayor alcance
en el control del proyectil?

Solucién. Para encontrar los puntos criticos, hacemos el gradiente de L
igual al vector cero:

oh’ ot
De las primeras entradas de estos vectores, tenemos que ¢t = 50 — h. Al

sustituir en las segundas entradas, obtenemos —10(50 — h) — 6k +400 = 0,
de donde h = 25, por lo que t = 25. La matriz de segundas derivadas es:

Lpy Lpg\ (-6 -6
Ly, L) \—=6 =10

cuyo determinante es positivo, por lo que el punto critico es un extremo.
Como Lpp vy Ly son negativas, el punto critico es un méaximo relativo.
La respuesta es entonces que el alcance es méximo cuando h = 25% de
humedad y ¢t = 25° C.

L oL
VL = (a 0 )(6t6h+300,10t6h+400)(0,0).

3
. Encuentra los puntos criticos de la funcién z = % + z2y — 222 — 2% + 6
y determina su naturaleza.

Solucién. Los puntos criticos se obtienen al igualar a cero las primeras
derivadas parciales:

0

6—;:2xy—4x20:x(y—2)=0

Bz_ 2 2 4 2 _ 2 _
78y_y +z°—dy=0=2°=4dy—y° =yd—vy)

Al utilizar una solucién de la primera ecuacién y sustituirla en la segunda
obtenemos:

a) Six =0, entonces y(4 —y) =0, de donde y =0 6 y = 4.
b) Siy =2, entonces 22 =8 —4 =4, de donde z =2 6 z = —2.

Por lo tanto, hay cuatro puntos criticos: P;(0,0), P»(0,4), P5(2,2) y
Py(—2,2). Las segundas derivadas parciales son:

Zox =2y — 4
Zyy =2y —4 p = D=4(y—2)? — 4a?
Zgy = 21

Los discriminantes correspondientes a cada punto critico son D; = 16,
Dy = 16, D3 = —16 y Dy = —16, respectivamente. Para el punto P;
tenemos que f,, < 0, mientras que para Ps, f, > 0. Por lo tanto, P; es
un maximo local, P, es un minimo local, y P3 y P4 son puntos silla.



10. Sea f(z,y) = az™ + cy™, en donde n es un entero mayor que 2 y ac # 0.

a) Encuentra los puntos criticos.

b) Encuentra el discriminante en cada punto critico.

¢) Encuentra los valores extremos locales y absolutos suponiendo que
1) a>0,c>0
2) a<0,c<0
3) a>0,c<0

Solucion.

a) Las primeras derivadas son 2L = ana"! y 2L — cpyn=1. Como a, ¢
oz oy ’

son distintos de cero y n > 2, el origen es el tinico punto critico.

b) La matriz de segundas derivadas es:

(fmw fmy) _ (an(n — 1)-%'”_2 0 )
foo o fyy) 0 en(n —1)y"—?

El discriminante es D = acn?(n — 1)%(zy)™2), que es cero en el
origen, asi que el criterio de la segunda derivada no funciona aqui.

¢) 1) a>0,c>0.Sin es par, f(z,y) > 0, asi que el origen es el
minimo absoluto de la funcién. Si n es impar, el origen es un
punto silla. Para ver esto, consideremos los puntos (p,0), (0, p)
con p < 0 arbitrariamente pequeno, en cuyo caso la funcién es
negativa, mientras que los puntos (g, 0), (0, ¢) con ¢ > 0 arbitra-
riamente pequenia dan un valor positivo de la funcién.

2) a < 0,c¢ < 0. De manera andloga al caso anterior, si n es par, el
origen es el maximo absoluto de la funcién, mientras que si n es
impar, el origen es un punto silla.

3) a > 0,c < 0. El origen es un punto silla: hay puntos arbitraria-
mente cerca de €l en donde la funcién es positiva o negativa.

11. Sea f(z,y) = ax? + bxy + cy? con abe # 0.

a) Encuentra el discriminante D.

b) Encuentra los puntos estacionarios y los valores extremos locales y
absolutos si D # 0.

¢) Supongamos que D = 0. Encuentra los puntos estacionarios y los
valores extremos locales y absolutos suponiendo que

1) a>0,¢>0.
2) a<0,c<0.

Solucion.



a) Las primeras derivadas son % =2ax+byy g—i = bxr+2cy. La matriz
de las segundas derivadas es:

fyz fyy)  \ b 2c

El discriminante es entonces D = 4ac — b2.

b) Los puntos criticos se obtienen igualando a cero las primeras deri-

vadas. Haciendo 26% — b%’ obtenemos (b — 4ac)x = 0, de donde
x =0 (ya que D # 0) lo que implica que y = 0 (como D #0, by ¢
no puede ser ambos cero). El origen es el tnico punto critico.

Si D < 0, el origen es un punto silla. Si D > 0y a > 0 el origen es
un minimo local. Si D > 0y a < 0 el punto es un maximo local.

¢) Si D = 0 entonces b? = 4ac, por lo que a y ¢ tienen el mismo signo y
b puede ser positivo o negativo: b = +2+/ac. Los puntos criticos caen

sobre la recta % = 2ax + by = 0 (o sobre % = bx + 2cy = 0 ya que
en este caso ambas ecuaciones representan a la misma recta).

Entonces f(z,y) = ar? + 2\/ac + cy?. Hay dos casos:

1) a > 0,¢> 0. En este caso, la funcién se puede escribir:

flz,y) = (Vaz +/ey)?

Los puntos criticos satisfacen /ax + y/cy = 0, que es un mini-
mo (cero) absoluto y local, pero no estricto (no es estrictamente
menor que cualquier punto arbitrariamente cerca de él).

2) a < 0,¢ < 0. En este caso, la funcién se puede escribir:

fla,y) = —~(V=az F vV=cy)?

De manera andloga al caso anterior, los puntos criticos son maxi-
mos locales no estrictos con valor de cero.

12. Encuentra los puntos criticos de la funcién

2 3.4, 2
— -y +—+ry—x2z+2yz—xr—y— 62

flx,y,2) == 5 5

y determina su naturaleza.
[Primer Examen Parcial “A” 2004-2 Problema 3]

Solucion. En los puntos criticos, las primeras derivadas parciales son cero:

fr=2x+y—2—1=0
fy=-3y+x+22-1=0
fr=2z—2+2y—6=0.

De la primera ecuacién, z = 2z + y — 1. Al sustituir z en la segunda y
tercera ecuaciones, obtenemos 5x —y = 3 y = + 3y = 7, respectivamente.

10



13.

14.

La solucién de este sistema es x = 1 y y = 2, de donde z = 3. Es decir,
s6lo hay un punto critico, que es el punto P(1,2,3).

La matriz de las segundas derivadas es

f:z::z: fzy fa:z 2 1 -1
fya: fuy fyz = 1 -3 2
fzac fzy fzz -1 2 1

El Hessiano es entonces h% — §h§ + %h% + hiho + 2hohs — h1hs. Tomando
hi = hs = 0, el Hessiano es —3h3 < 0. Tomando hy = hs = 0, el Hessiano
es h? > 0. Por lo tanto el tinico punto critico (1,2,3) es un punto silla.

Por otro lado, si se obtienen los valores propios de la matriz (de mane-
ra numérica), se encuentra que son (—4,11009,2,62981,1,48028), lo que
confirma que el punto critico es un punto silla.

Determina la naturaleza de los puntos criticos de la funcién

1
f(z,y,2) =$2+§y3+z2—2w—4y+4z+1_

[Primer Examen Parcial “A” 2005-1 Problema 3]

Soluciéon. En los puntos criticos, las primeras derivadas parciales son cero:

fr=2x—-2=0
fu=9y"—4=0
f-=2244=0
Al resolver cada una de las ecuaciones, obtenemos © = 1, y = +2 y

z = 2, respectivamente. Los puntos criticos son entonces, P;(1,2,—2) y
Po(1, -2, -2).

La matriz de las segundas derivadas es

Joe Joy  Jo- 2 0 0
fym fyy fyz =10 2y O
fex fzy faz 0O 0 2

De aqui obtenemos que P; es un minimo, ya que todos los valores propios
son positivos y P» es un punto silla, ya que dos valores propios son positivos
y uno es negativo.

Verifica que el campo escalar f(z,y,2) = o* + y* + 2* — 4zyz tiene un
punto critico en (1,1,1) y determina la naturaleza de este punto critico
calculando los valores propios de su matriz Hessiana.

Solucién. Las derivadas parciales de primer orden son:

fo =423 — 4yz
y = 4y — Az
f. =423 — day

11



15.

y se anulan en el punto (1,1, 1), por lo que el punto si es critico. La matriz
de las segundas derivadas es:

facm fzy facz 12332 —4z —4y
Sz Jyy fy | = | —42 12y2 —4w
fzz fzy fzz *4y —dx 1222

Al evaluar en el punto (1,1, 1), tenemos que la matriz Hessiana es:

12 -4 -4
Mlasn = (4 12

La ecuacién caracteristica se calcula con el siguiente determinante:

12— X —4 —4 12—A 0 -4
0=| —4 12— X -4 |=| -4 16 — A -4
—4 —4 12 - X —4 —16+X 12— X

en donde a la segunda columna se le rest6 la tercera. Sumando el tercer
renglon al segundo, se obtiene:

12-x 0 —4
-8 0 8—A|=—(=16+N)[(12=A)(8—)) — 32|
—4 —16+ A 12—)

que es igual a — (A — 16)%(\ —4). Los valores propios son 16, 16 y 4 (todos
positivos), por lo que el punto critico es un minimo.

Determina todos los valores extremos absolutos y relativos, y los puntos
silla para la funcién f(z,y) = zy(1 — 2% — 32).

Solucién. Las derivadas parciales de primer orden son:

fo =y - z? - y2) + ay(—2z) = y(1 — 3z — y2)
fy =21 =2 —y?) + xy(=2y) = 2(1 — 2 - 3y?)

Para que estas parciales sean igual a cero, es necesario que al menos un
factor de cada una de ellas sea cero. Tomando todas las combinaciones de
factores de cada derivada, se obtienen los siguientes puntos criticos:

r20 b= 00
1-322—y*=0
1_1.2_352:0 :>(%7%)7(%7_%)a(_%7%)7(_%a_%)

z=0
1_31‘2 _y2 =0 = (071)3(0,71)
=0
1_a2_gp—o (= 10,10



16.

Las segundas derivadas son:

(f f) _ (

1—32%2 -3y
—6xy

—6xy
fym fyy 1-— 31’2 - 3y2 )
El determinante es D = 3622y —(1—3xz2—3y?)?, por lo que cualquier pun-
to critico con alguna coordenada igual a cero tiene determinante negativo
y es un punto silla. Para los puntos criticos con coordenadas fraccionarias,
D=9 (-1)2=2> 0, por lo que son extremos locales. Por el valor de la
segunda derivada parcial con respecto a x, (3, 2), (=%, —1) son maximos

1 2
. 1 1 1 1 57 .§ _E’ 2 sy
locales, mientras que (—3, 3), (5, —3) son minimos locales. Es 1til com-

22/ \2) 72
parar con la grafica de la funcién, que se muestra en la Fig. 1.2, donde se
grafico sobre el dominio —1 <z < 1,—1 <y < 1. En la grafica de curvas

de nivel, se marcan los nueve puntos criticos.

o o F
)
/0.
/Ql

..

44
04
/2;/::nu,;o.;.:;.:;,,z:zz,l‘ 'v,g,
W
N
/I//” ez N

Figura 1.2 Gréfica de f(z,y) = zy(1 — z*> — y?) y sus curvas de nivel

Encuentra el valor maximo absoluto de

_ (az 4+ by +¢)?
f(xvy)_ m2—|—y2—|-1 :

Solucién. Las primeras derivadas de f son:

(22 +y? +1)2(az + by + ¢)a — (az + by + ¢)*2x
(.’IJ2 +y2 + 1)2

(22 + 3% +1)2(ax + by + )b — (ax + by + ¢)?2y
(22 +y2 +1)?

fr:

fy:

9

13



17.

18.

como en un punto critico estas derivadas son ambas cero, tenemos las
ecuaciones:

of 2 2

=L a =

- 0= (z"+y“+1a=(ax+by+c)x 0
—y——O:>(a:2+y2+1)b——(ax—|—by+c)y by

En donde suponemos que ax + by + ¢ # 0, que corresponde al minimo. Al
usar la relacién ay = bx en los términos bxry y axy tenemos:

(22 + 9% +1)a = ax? + ay? + cx L, a=cx
(22 +y? +1)b= bz + by® +cy b= cy,

por lo que el punto critico tiene coordenadas (a/c,b/c). La funcién eva-
luada en el punto critico es:

a? b> 2
; (a b) (7 Tt C)
- ) =
o) (T (O
Simplificando, obtenemos que el méximo absoluto es a? + b% + c2.

Se desea fabricar una caja sin tapa, con forma de paralelepipedo recto
y tal que su volumen sea de 4 m3. Determina las dimensiones que debe
tener la caja de modo que el costo de la soldadura que se va a utilizar para
soldar las caras y la base sea el minimo.

[Primer Examen Parcial “A” 2005-1 Problema 5]

Solucién. Si z,y y z denotan las aristas de la caja, el problema es hallar el
minimo de la funcién f(x,y, z) = 20¢+2y+4z con la restriccién g(z,y, z) =
xyz —4, ya que el volumen debe ser 4 m3. La ecuacién Vf = A\Vg da lugar
a las ecuaciones:

2= M\yz
2= A\xz
4 = \xy.

Al dividir las dos primeras ecuaciones, encontramos que z = y. Al dividir
la primera y la tercera ecuaciones, encontramos que x = 2z, por lo que el
volumen es 4 =ayz =423 = 2z =1=o=y=2.

Determina los valores extremos de la funcién f(z,y) = 22 + y?> + 5 en
la regién cerrada R del plano zy limitada por las gréficas de y = /5,
y:f\/gyx27y2:4.

[Primer Examen Parcial “A” 2005-1 Problema 2]
Solucién. Es conveniente tener una representacién grafica. En la Fig. 1.3
se muestran las curvas de nivel de f, que son circulos centrados en el

origen. El minimo absoluto estd en el origen (el valor minimo de 2% + 3>
es 0), y los puntos de las esquinas de R corresponden a los maximos de f.
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19.

Figura 1.3 Curvas de nivel de f(z,y) = 2® + y*> + 5 en la regién R

Para verificar de manera més estricta estas afirmaciones, buscamos, en el
interior de la region, los puntos criticos. Como las primeras derivadas son
fe =2z y fy, = 2y, sabemos que el origen es el unico punto critico. Las
segundas derivadas son fro = 2, fyy =2y foy =0, por lo que D =4 > 0.
Como f, > 0, el criterio confirma que el origen es un minimo local.

En las fronteras, tenemos dos casos: cuando 32 = 5 y cuando 2% = 4 4 2.
Cuando y? = 5, la funcién se reduce a z2 +10. El minimo no es menor que
el del origen; sélo nos interesa el maximo. Como —3 > x > 3, el méximo
estd en los puntos (+3, i\/g) Cuando z? = 4 + 32, la funcién se reduce a
y? +9, lo que da lugar a los mismos puntos para el maximo absoluto.

En resumen, la funcién alcanza su minimo absoluto en el origen, donde
vale 5, y su méximo absoluto en los puntos (+3, i\/g) donde vale 19.

Encuentra los puntos criticos de la funcién

1 1. 1, 1
fl@,y,2) = 5ot 4 32® —aPy — 2% 4 Sy + 527 w2y — 2

y determina su naturaleza.

Solucién. Los puntos criticos son aquellos en los que las primeras deriva-
das parciales de la funcién son cero:

fo=222+2% 20y —4x—4=0
fy=—2*+y+2=0
f=z—-1=0.
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20.

De la tdltima ecuacién, z = 1, y de la segunda, y = z2 — 2, que al sustituir
en la primera ecuacién lleva a 22 = 4 = 2 = +£2 = y = 2. Por lo tanto,
los puntos criticos son (£2,2,1). La matriz de segundas derivadas es:

622 +2r—2y—4 —2x 0
—2x 1 0
0 0 1

que evaluada en los puntos criticos, se reduce a:

2 —4 0 20 4 0
4 1 oy |4 10
0 0 1 0 0 1

respectivamente. Al diagonalizar estas matrices para obtener sus valores
propios, sélo se necesita diagonalizar las submatrices de 2 x 2 de la esquina
superior izquierda, asi que basta aplicar el criterio de la segunda derivada
para saber los signos de sus valores propios (en ambos casos, el tercer
valor propio es 1). Como 20 — 16 = 4 > 0 y 20 > 0, los valores propios
de la primera matriz son todos positivos y el punto es un minimo local.
Andlogamente, como 12 — 16 = —4 > 0, el segundo punto critico es un
punto silla.

Otra forma de hacerlo es obtener los determinantes de las submatrices a
lo largo de la diagonal. Para el primer punto estos determinantes son 20, 4
y 4, mientras que para el segundo punto, son 16, —4 y -4. La conclusién es
la misma: el primer punto critico es un minimo local y el segundo es un
punto silla.

Otra forma de hacerlo es obtener los valores propios. La ecuacién ca-
racterfstica de la primera matriz es (1 — A)(A? — 21\ + 4), con raices
% (21 + \/m) y 1. La ecuacién caracteristica de la segunda matriz es
(1 —X)(A% — 13X\ — 4) con raices % (13 £ 1/185) y 1. En el primer caso, los
valores propios son todos positivos, mientras que en el segundo, hay un
negativo y dos positivos, lo que indica un minimo local y un punto silla,
respectivamente.

Calcula los valores extremos de la funcién f(z,y) = 2% +y? +2x — 2y — 1
en la regién 22 + y2 < 4.

Solucién. Es conveniente una representacién grafica como guia, por lo
que es 1itil completar cuadrados y escribir f(x,y) = (z+1)2+(y—1)% -3,
de manera que las curvas de nivel de f son circunferencias con centro
en (—1,1), mientras que la restriccién es la circunferencia de radio 2 con
centro en el origen. En la Fig. 1.4, la restriccion es la linea punteada.
Realizamos primero un analisis en el interior del circulo. Los puntos criticos
estan dados por las ecuaciones:

fe=2x+2=0
fy=2y—2=0
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Figura 1.4 Curvas de nivel de f(x,y) = 2% + > + 2z — 2y — 1

de donde se obtiene que (—1, 1) es un punto critico. Las segundas derivadas
son fog =2, fyy =2 foy =0. Como D =4y fyp > 0 el punto (—1,1)
corresponde a un minimo local con valor de f(—1,1) = —3.

Sobre la frontera de la regién, podemos utilizar multiplicadores de La-
grange, con una ecuacién de restriccién g(x,y) = 22 +y* — 4. La ecuacién
Vf = AVg da lugar a las ecuaciones

2z 4+ 2 = A2z

2y — 2 = A\2y.
Al despejar X e igualar los valores, obtenemos que 1 + % =1- %, de
donde z = —y. De la ecuacién de restriccién, obtenemos 222 = 4 = 2 =

++/2. Tenemos entonces que, en la frontera, los extremos se encuetran
sobre (\f ,—\/5) y (—\/5, \/5) Al evaluar en dichos puntos, obtenemos
que (\f , —\/5) corresponde a el maximo absoluto, con valor de 3+ 4/2 =
8.657. El punto (—v/2,v/2) corresponde a un valor de 3 — 4v/2 = —2.657,
por lo que se descarta en favor del minimo absoluto, que esta en el punto
(—1,1) con un valor de —3.

Otra forma de analizar la frontera es eliminar una variable con la ecuacién
de restriccion. Para ello, usamos coordenadas polares. La funciéon f se
convierte en f(r,0) = r? +2r(cos @ —sen ) — 1, mientras que la restricciéon
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21.

22.

es r = 2. Al sustituir en f, queda una funcién de una sola variable: f(6) =
3 + 4(cos — senf). Al derivar e igualar a cero, se obtiene la condicién
sen = —cosf que tiene soluciones 0 = 3{, —7 Estas conducen a los
mismos puntos que ya se obtuvieron sobre la frontera de la region.

En resumen, el maximo absoluto esta en el punto (\f , —\/5)7 con valor
de 3 + 4v/2 y el minimo absoluto (que también es local) estd en el punto
(=1,1) con un valor de —3.

Se va a cortar y adornar un espejo rectangular con area de A centimetros
cuadrados. Si los adornos a lo largo de los lados horizontales cuestan p
centavos por centimetro y los de los lados verticales cuestan ¢ centavos
por centimetro, encuentra las dimensiones que minimicen el costo total.

Solucién. Si denotamos por z la longitud horizontal del espejo y por y
su longitud vertical, el drea es A = zy; ésta es la restriccién, que podemos
escribir como g(z,y) = zy— A. El costo de los adornos es C(z, y) = px+qy.
La ecuacién de multiplicadores de Lagrange es VC' = AVg produce las
ecuaciones

p=2Xy

q= Az

de donde A = p/y = g/x = y = E-. De la restriccién, A = zy = % =

A A
T = ?q =>y= TP'
También se puede eliminar una variable mediante la ecuacién de restriccion
despejando, por ejemplo x, para sustituirla en la expresién del costo, de
manera que C(y) = pA/y + qy. Al derivar e igualar a cero, obtenemos

%Z—%+q:0:>y:1/%:>m:,/%,quesonlasexpresionesya

obtenidas.

Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange para determinar las
coordenadas de los vértices de la hipérbola representada por la ecuacién
Ty = 4.

[Primer Examen Parcial “A” 2005-1 Problema 4]

Solucidén. El centro de la hipérbola esta en el origen, de modo que el
problema es encontrar los puntos de la hipérbola cuya distancia al origen
es minima. Conviene utilizar la funcién f(z,y) = 22 + y? con restriccién
g(x,y) = zy — 4. La ecuacién Vf = AVyg da lugar a las ecuaciones:

2z = \y
2y = Az
Al despejar A de ambas ecuaciones e igualar, obtenemos que z? = y2.

Como zy = 4, el signo de 2 y y es el mismo, asf que & = 3. De 4 = 2y = 22,
tenemos que los vértices de la hipérbola son (2,2) y (-2, —2).
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23.

24.

Un aro metalico cuya configuracion geométrica esta representada por las
ecuaciones

y—x=20
22+ y? +422-27=0

estd en un medio con temperatura T'(z,y,z) = zyz + 10. Determina los
puntos donde el aro estd mas caliente y mas frio.

Solucién. Este es un problema con dos restricciones. La ecuacién VT =
M Vg1 + A2V da lugar a las ecuaciones:

Yz = —A1 + 2 22
rz = A1+ 2A2y
yxr = 8oz

De x = y tenemos que al sustituir en las primeras dos ecuaciones se ob-
tiene A\; = 0, con lo que z = 2\, que al sustituir en la tercera ecuacién
da 2% = 422, pero de la otra ecuacién de restriccion, 422 = 27 — 222,
Esto implica que 22 = 27 — 222 = x = £3. Los puntos son entonces
(3,3, %), (3,3, —%), (—3,-3, %), (—3,-3, —%), con temperaturas respecti-
vas de 23.5, —3.5, 23.5 y —3.5.

Determina el radio r y la altura h de un cilindro que puede ser inscrito en
una esfera de radio R, de modo que su superficie total sea maxima.

Solucién. La superficie consiste en dos tapas (de area 7r? cada una) y la
superficie lateral (de drea de w2r - h), de donde la superficie del cilindro es

S(r,h) = 2wr? + 27rh.

La restriccion es que el cilindro est4 inscrito en una esfera: R? = (%) +r2,
por lo que funcién de restricciéon se puede escoger como

B 2
f(R,r)=-R*+ (2) +17.
La ecuacién VS = AV f produce las ecuaciones:

4mr 4+ 2wh = A2r
27r = )\g

Arnr

De la segunda ecuacién, h = Sustituyendo en la primera ecuacion,

.

obtenemos A% — 27\ —47? = 0, con raices A = (1++/5)7. De la restriccion,
h\2 _ p2_ .2 h\2 _ _ 4r? -

(5) = R*—r~,y del valor de A, (5) = (HT)Q Igualando, despejamos 7,

y con r obtenemos h. Los valores son (descartamos los valores negativos):
= A5 R (85R
V10425
h=-——1_R=~105R,
10+2v5

19



25.

[\]

—_

Radio r

Figura 1.5 Curvas de nivel de S(r, h) = 27r% + 27rh

que corresponden a una superficie de 10.17R?. En la Fig. 1.5 se muestra
la grafica de las curvas de nivel de la superficie, junto con la restriccién
(que es la curva punteada) con R = 1.

El paraboloide z = z2 + y? es cortado por el plano z = 4 4+ z + y. Utiliza
el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular el punto de la
curva de interseccion entre el paraboloide y el plano que esté mas alejado
del origen.

Solucion. Este problema tiene dos restricciones, que podemos escribir
como g; = z—x2—y?> =0y go = z—4—2x—y = 0. La funcién a la queremos
buscar extremos es la distancia al origen: d(z,y, z) = /22 +y? + 22. En
este caso, es equivalente buscar los extremos de la funcién f(z,y,z) =
22+ 9% + 2%, ya que si tenemos un punto que es extremo de f, también lo
es de g. Debemos considerar dos multiplicadores de Lagrange, dado que
hay dos restricciones:

Vf= )\1Vgl + /\Qvgg.

Junto con las ecuaciones de restriccién tenemos cinco ecuaciones:

20 = )\1(—2$) — )\2
2y = M(=2y) — A2

22 = A1+ Ao
z=a2%+y?
z=4+z+y

Al multiplicar la primera ecuacién por y, la segunda por z y restarlas, ob-
tenemos A2(z —y) = 0. Si Ay = 0, de la primeras dos ecuaciones se deduce
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que A\; = —1 (z, y no pueden ser ambos cero ya que ni el paraboloide
ni el plano pasan por el origen). De la tercera ecuacién tenemos entonces
que z = —%. Al utilizar las dos ultimas ecuaciones para encontrar x y y
encontramos que no hay soluciones reales.

El otro caso es cuando = = y. De las dos ultimas ecuaciones, tenemos que
202 =442z = (x — 2)(x + 1) = 0. En el caso z = 2, tenemos que y = 2,
y (de la ltima ecuacién), z = 8, con una distancia de d(2,2,8) = v/72.
En el caso x = —1, tenemos que y = —1 y 2z = 2, con una distancia de
d(—1,—1,2) = /6. Estos puntos son los extremos de la distancia, por lo
que el punto que se pide tiene coordenadas (2,2, 8).
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1.1. Problemas propuestos

Encuentra la naturaleza de todos los puntos criticos de las siguientes funciones.
1. f(z,y) = 22+ 92 + 2y + 9y + y>. Respuesta: (—3, —3) es un minimo local.

2. f(x,y) = 2% + 42z + 4ay + 24y + 2y°. Respuesta: (9, —15) es un punto
silla.

3. flx,y) = 23 +y3 + 322 — 3y%. Respuesta: (0,0) y (—2,2) son puntos silla,
(—2,0) es un méximo local y (0,2) es un minimo local.

4. f(z,y) = 23 — 3z + y2. Respuesta: (1,0) es un minimo local y (—1,0) es
un punto silla.

5. f(z,y) = zy(1 — x — y). Respuesta: (0,0), (0,1) y (1,0) son puntos silla,
(1/3,1/3) es un méximo local.

6. f(z,y) = %x‘* — 3 — %:c2 + %yQ — zy. Respuesta: (0,0) es un punto silla;

(4,4) y (—1,—1) son minimos locales.

7. flz,y) = %y3 — 4y +x2y. Respuesta: (2,0) y (—2,0) son puntos silla, (0,2)
es un minimo local, y (0, —2) es un méximo local.

8. flw,y) =2 — (zy?> —y —1)® — (y*> — 1)2. Respuesta: (2,1) es un maximo
local y (0,—1) es un minimo local.

9. f(x,y) = (y — 2?)(y — 22?). Respuesta: (0,0) es un punto silla. Aqui, el
criterio de la segunda derivada no decide, por lo que hay que buscar otra
forma de determinar la naturaleza del punto critico.

10. f(z,y) = (1 +y)32? + y*. Respuesta: (0,0) es un minimo local.
11. f(z,y) = (a — x)* + b(y — 2?)2. Respuesta: (a,a?) es un minimo local si
b > 0y es un punto silla si b < 0.

12. f(z,y,2) = 22 + %yS + 22+ x2— %y Respuesta: (0,1,0) es un minimo
local y (0,—1,0) es un punto silla.

13.

~

(r,y,2) = %xg’ +y?+ 2% +yz —4x. Respuesta: (2,0,0) es un minimo local
y (=2,0,0) es un punto silla.

14. f(z,y,2) = 2% +y? + 22 — 22yz. Respuesta: (0,0,0) es un minimo local, y
(1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (—1,—1,1) son puntos silla.

15. f(z,y,2) = zyz + 2% + y* + 2% + 2y + 22 + y2z. Respuesta: (0,0,0) es un
minimo local, y (—4,—4,-4), (-3/2,1,1), (1,-3/2,1), (1,1,—3/2) son
puntos silla.

16. f(z,y,2) = 22t + %9:3 — 2%y — 22?2 + Jy? + 122 — 4o + 2y — 2. Respuesta:
(2,2,1) es un minimo local y (—2,2,1) es un punto silla.
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Utiliza multiplicadores de Lagrange para resolver los siguientes problemas.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Encuentra los extremos de la funcién f(z,y) = zy sujeta a la restriccién
z? + 4y? = 8. Respuesta: El mdximo absoluto se alcanza en (2,1) y en
(=2,1). El minimo absoluto se alcanza en (—2,1) y en (2, —1).

Encuentra los extremos de la funcién f(z,y) = 22 + 4y% — 8 sujeta a la

restriccién xy = 1. Respuesta: El minimo absoluto se alcanza en (\/5, %)

y en (—\/5, —%) No hay maximo absoluto.

Encuentra el punto sobre la esfera 22 4+ y2 4 22 = 169 con el maximo valor
de 3z — 4y + 12z. Es el punto (3, —4,12).

Encuentra el punto del plano 3z — 4y 4+ 12z = 169 maés cercano al origen.
Respuesta: Es el punto (3,—4,12).

Encuentra el punto de la elipse 822 + y? = 2 més cercano a la linea recta

z +y = 1. Respuesta: Es el punto (%, %)

Encuentra el minimo de la funcién z? + y? + 22 sujeta a la restriccién
22 +2y% — 22 = 1. Respuesta: El minimo absoluto se alcanza en los puntos

(O,j:% 0).

Encuentra la distancia del origen a la linea recta de ecuacion az+by+c = 0.
c

Encuentra la distancia del punto (m,n) a la recta ax 4+ by + ¢ = 0. Res-
am—+bn+c

Va? + b

Divide el nimero 12 en tres partes positivas z,y, z de manera que xy?z>
sea maximo. Respuesta: x =2, y =4, z = 6.

Respuesta:

puesta:

La suma de n nimeros positivos es una constante S. Encuentra los ntime-
ros de manera que su producto sea maximo. Respuesta: Los niimeros deben
ser iguales todos ellos a S/n.

El producto de n nimeros positivos es una constante P. Encuentra los
nimeros de manera que su suma sea minima. Respuesta: Los nimeros
deben ser iguales todos ellos a v/ P.

Una caja rectangular sin tapa debe tener un volumen de 20 m®. El metro
cuadrado del material para construir la base cuesta cinco veces més que
el del material para las paredes. Encuentra las dimensiones de la caja que
minimizan su costo. Respuesta: La base de la caja debe tener medidas de
2m X 2m y la altura debe ser de bm.
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1.2. Extremos de funciones

INSTRUCCIONES. Para contestar este examen, se necesita Acrobat Reader
5 (o versiones posteriores). Antes de seleccionar las respuestas, se debe dar
click en “Inicio del Examen”. Al terminar, se debe dar click en “Final del
Examen”. Al dar click en el boton “Muestra”, se corrigen las respuestas del
examen.

Una v indica que la respuesta fue correcta; una X, indica una respuesta
incorrecta; en este caso (o si no se respondid), la respuesta correcta se marca
con @.

Inicio del Test Extremos de funciones

1. Una funcién f(z,y) tiene un punto critico P, tal que la matriz Hessiana de

4 . /)
f(z,y) evaluada en P es H(P) = <i 5). ..Qué tipo de punto critico es P?
Punto silla Maéximo relativo
Minimo relativo Con esta informacién no es

posible saber
1 punto

2. Una funcién f(z,y) tiene un punto critico P, tal que la matriz Hessiana de

-2 -1 . ”
f(z,y) evaluada en P es H(P) = (_1 —6)' . Qué tipo de punto critico
es P?
Punto silla Maéximo relativo
Minimo relativo Con esta informacién no es

posible saber
1 punto

3. Sea f la funcién definida por f(z,y) = az? — zy + y? + 22 + 4y — 5. El
intervalo de valores de la constante a para los cuales f tiene un maéaximo

relativo es:

1 . 1 1
foo<a<1 No existe a> —

4. La siguiente grafica muestra las curvas de nivel de una funcién de dos va-
riables. ;Qué informacién se puede obtener acerca de los puntos criticos de
la funcién?
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2.5 -~ e
\ﬁ"’%//gp

0.5
-0.5 0 0.5

Hay un méaximo relativo en (2,0), un minimo relativo en (0,2) y dos
puntos silla en (0,0) y (2,2)

Hay un méximo relativo en A(0,0), un minimo relativo en (2,2) y dos
puntos silla en (0,2) y (2,0)

Hay un méximo relativo en A(2,2), un minimo relativo en (2,0) y dos
puntos silla en (0,2) y (0,0)

Hay un méximo relativo en A(2,2), un minimo relativo en (0,0) y dos
puntos silla en (2,0) y (0,2)
1 punto

5. Una funcién f(z,y, z) tiene un punto critico P, tal que la matriz Hessiana
de f(z,y,z) evaluada en P tiene valores propios —1, 3 y 4. ;Qué tipo de
punto critico es P?

Punto silla Maximo relativo

Minimo relativo Con esta informacién no es
posible saber
1 punto
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6. Se buscan tres nimeros reales positivos de tal manera que su producto sea
9 y su suma sea minima. Al resolver este problema con multiplicadores de
Lagrange, una funcién objetivo es

f<m7yaz):$yz f(.'L',y,Z):.%‘+y+Z

zyz =9 z+y+2=9
1 punto

7. Se buscan las dimensiones z,y, z de una caja con un area superficial de 2
m?, de manera que su volumen sea méximo. Al resolver este problema con
multiplicadores de Lagrange, una funcién restriccion adecuada es:

R(x,y,2) = zyz R(z,y,2z)=z+y+ =z

R(z,y,z) =y +yz + 22 R(z,y,2) = 2% + y* + 2
1 punto

8. La siguiente grafica muestra las curvas de nivel de una funcién de dos varia-
bles y una curva restriccién (en rojo). jDénde estén localizados los extremos

de la funcién sujeta a la restriccion?
N

% if/ \ E\l\\f‘i:;;:
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El minimo absoluto estd en (0,0) y no hay maximo absoluto.
El minimo absoluto estd en (0, 0) y el maximo absoluto estd en (—1.35,1.15)
El minimo absoluto estd en (0, 0) y el maximo absoluto estd en (—1.26, 0.36)

El minimo absoluto estd en (0,0) y el mdximo absoluto estd en (0,1.02)
1 punto

9. Se desea encontrar los puntos de la superficie de ecuacién 22 —y%+ 2241 = 0
que estan mas cerca del origen. Al resolver el problema usando multiplica-
dores de Lagrange, jcual es una funcién objetivo adecuada?

fley,z) =2 +y° + 2° flay,z) =2 —y* +2°
f(l’,y,Z):l'fy+Z f(x,y,z):x+y+z
1 punto
10. La distancia minima de la curva zy — x — y — 3 = 0 al origen es:
1 V2 4 V18
1 punto

Final del Test

Calificacion:
Corrige Respuestas:
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Capitulo 2

Parametrizacion, Triedro de
Frenet

1. Calcula las coordenadas del punto P de la curva r(t) = (1 — 2)i + 25 +
(2¢*(=1)k en el que el vector ©(t) es paralelo a r(t).

Solucién. Dos vectores son paralelos si uno de ellos es un multiplo escalar
del otro. El vector ©(t) es

() = (—2,2t, 427 D),

Si r(t) = kt(t) donde k es una constante, entonces al dividir las compo-
nentes cartesianas correspondientes de cada vector, obtendremos el mismo

ndmero:
1—-2t 2 22070 1
5 T 1260 3
Por lo tanto, de la primera fraccién, tenemos que t = 1, y las coordenadas
del punto que se pide son r(1) = (-2,2,4).

2. Una particula se mueve a lo largo de la trayectoria cuya ecuacién vectorial
es r(t) = (e' cost)i+ (e'sent)j, donde t es el tiempo. Demuestra que el
angulo entre el vector de posicién y el vector velocidad es constante y
determina el valor de dicho angulo.

Solucién. El vector velocidad es
i(t) = (' cost — e’ sent, e’ sent + ¢’ cost) ,
y el producto punto entre el vector de posicién y el vector velocidad es:

r-i=e? [cos2t — costsent + sen’t + sentcost] = ezt7

de modo que el angulo entre los dos vectores se puede obtener de:

r-r e?t

1
- = = — = 0
lelll[Ell et v2et V2

cosf =

= 45°,
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el cual no depende de ¢, por lo tanto, el a&ngulo entre r y I siempre es de

45°.

. Determina ecuaciones cartesianas para las siguientes ecuaciones paramétri-

cas:

r(t) = (¢,10/t) con t # 0.
(
(

=
~ ~— ~—
)

u,v) = (u — v, duv, (u+v)?)
w 2

r 2

d) r(u,v) = (u—v,u+v,u? + v?)

,0) = (u —v,u + v, u® —v?)

Solucidn. Las ecuaciones cartesianas son las relaciones entre x, y y z, tales
que cualquier punto que las satisface, pertenece a la ecuacién paramétrica
dada.

a) De la ecuacién para r(t), tenemos que xy = 10.

b) Usamos la identidad (u + v)? — (u — v)? = 4uv, para obtener que
z=1x24y, con z > 0.

c¢) Usamos la identidad (u + v)(u — v) = u? — v?, para obtener que
Ty = 2.

d) Usamos la identidad (u + v)? + (u — v)? = 2(u? + v?), para obtener
que 22 + y? = 2z.

En todos los casos, se pueden despejar los pardmetros en funcién de x,y
y z, de manera que cualquier punto que satisfaga la ecuacién cartesiana,
también satisface la ecuacion paramétrica.

. Esboza una gréfica de las siguientes ecuaciones paramétricas.

a) r(u,t) = (cost(3 + cosu),sent(3 + cosu),senu)
b) r(u,t) = (
¢) r(u,t) = (sent,cost,u)
d) r(u,t) = (

Solucion.

cost cosu, sen t cosu, sen u)

usent,ucost,t/3)

a) La ecuacién se puede reescribir como r(u,t) = (3cost,3sent,0) +
cosu(cost,sent,0) + senu(0,0,1) de modo que para ¢ fijo, los dos
iltimos términos son la ecuacién paramétrica de un circulo en los
ejes definidos por los vectores ortogonales (cost,sent,0) y (0,0,1).
El primer término traslada el circulo, y cuando t varia, el circulo
gira. Esta superficie es un toro. El cédigo en Matlab:

[u v]=meshgrid(linspace(0,2*pi,40));

surf (cos(u) . *(3+cos(v)),sin(u) .*(3+cos(v)),sin(v))
view(-37.5,50)

axis([-4 4 -4 4 -3 3])
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Figura 2.1 Toro

produce la Fig. 2.1.

b) La gréfica es una esfera. Para la Fig. 2.2, graficamos en un rango
restringido de los parametros:

U=linspace(0,2*pi-pi/4,40);
V=linspace(-pi/2,pi/2-pi/4,40);

[u v]=meshgrid(U,V);

surf (cos(u) .*cos(v) ,sin(u) .*cos(v) ,sin(v))
view(60,50)

axis([-1.2 1.2 -1.2 1.2 -1.2 1.2]);

Figura 2.2 Esfera

¢) La gréfica es un cilindro. A continuacién el cédigo en Matlab que
produce la Fig 2.3.

U=linspace(0,2%*pi,40) ;V=1linspace(-3,3,20);
[u v]=meshgrid(U,V);

surf (sin(u) ,cos(u),v)

view(-37.5,50)

axis([-2 2 -2 2 -3 3]);
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Figura 2.3 Cilindro

d) Para u fijo, la ecuacién (usent,ucost,t/3) describe una hélice de
radio u. Cuando t es fijo, es decir, a una altura t/3 en la hélice y
a un angulo fijo ¢, al variar u estamos variando el radio. Por esto,
podemos ver a la superficie como generada por un segmento de recta
inicialmente en el plano xy, que gira alrededor de su centro y se eleva
de manera constante a lo largo del eje z. Esta superficie se conoce
como helicoide. El siguiente c6digo produce la superficie mostrada en
la Fig. 2.4.

U=linspace(0,2+*pi,40) ;V=1linspace(-3,3,20);
[u v]=meshgrid(U,V);

surf (v.*sin(u),v.*cos(u),u./3)
view(-50,50)

axis([-3.5 3.5 -3.5 3.5 0 2*pi/3]);

Figura 2.4 Helicoide

5. Encuentra una parametrizacién para las curvas o superficies definidas por
las siguientes ecuaciones cartesianas.

a) Curva 22 +y? — 62 + 12y + 44 =0
b) Curva 422 + 9y? + 162 — 18y +24 =0
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¢) Superficie 2% — y? = 2

d) Superficie yz = 1
Solucién.

a) Podemos completar cuadrados para escribir la ecuacién como (z —
3)2+(y+6)% = 1, que es un circulo de radio 1 con centro en (3, —6). Si
pasamos a coordenadas polares centradas en el circulo: x —3 = sen 6,
y + 6 = cos 0. Tenemos entonces que una parametrizaciéon esta dada
por r(f) = (3 +senf,cosd —6) con 0 <6 < 2.

b) De manera andloga al inciso anterior, completamos cuadrados para
obtener (22+4)2+(3y—3)? = 1; y al pasar a coordenadas polares: 22+
4 =senf, 3y —3 = cos . Tenemos entonces que una parametrizacion
estd dada por r(f) = (3(senf — 4), 2 (cosf + 3)) con 0 < 6 < 2.

¢) Usamos la identidad (u + v)? — (u — v)? = 4uw, para obtener que
r(u,v) = (u+v,u —v,4uv), en donde u y v pueden tomar cualquier
valor.

d) La relacién entre y y z la podemos parametrizar, por ejemplo, como
y=wv, z=1/v con v # 0. Ademds, como se trata de una superficie,
el valor de z es libre, por lo que podemos poner z = u. De manera
que una parametrizaciéon es r(u,v) = (u,v,1/v), con v # 0.

En todos los casos, se pueden despejar los pardmetros en funcién de x,y y
z, de manera que todos los puntos que satisfacen las ecuaciones cartesianas
corresponden a algunos valores de los parametros.

. Para cada una de las siguientes curvas, determina los vectores velocidad
y aceleracion y la ecuacién de la recta tangente en los puntos que corres-
ponden a t = 0.

a) r(t) = 6t + 3t% + 3k

b) p(t) = (cos?t,3t — t2,¢)

¢) p(t) = (tsent,tcost,/3t)

d) r(t) = V2ti+ e'j + e 'k

Solucién.

a) La velocidad es 1(t) = 6i+6tj+3t%k y la aceleracién es ¥(t) = 6j+6tk.
Cuando t = 0, r(0) = 0, y £(0) = 6i, por lo tanto, la recta tangente
ar(t) en t =0 estd dada por s(t) = 6ti.

b) La velocidad es p(t) = (—sen2t,3 — 2¢,1) y la aceleracién es p(t)
(—2cos2t,—2,0). Cuando t = 0, p(0) = (1,0,0), y p(0) = (0,0,
asi que la recta tangente a p(t) en t =0 es q(¢) = (1,0, ).

¢) La velocidad es p(t) = (tcost +sent, —tsent + cost,v/3) y la acele-
racién es p(t) = (—tsent+2cost, —tcost —2sent,0). Cuando t = 0,
p(0) = (0,0,0), y p(0) = (0,1,/3), por lo que la recta tangente a
p(t) ent=0es q(t) = (0,t,/3t).

D,
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d) La velocidad es ©(t) = V2i + efj - e‘il; y la aceleracién es #(t) =
e'j + e~'k. Cuando t = 0, r(0) = j+k, y ©(0) = v/2i + j — k, por
lo tanto, la recta tangente a r(t) en t = 0 estd dada por s(t) =

0

V2ti4+ (14 0)j+ (1 - t)k.
7. Una particula se desplaza a lo largo de la curva r(t) = (cost — sent)i +

(sent — cos t)_i con t > (. Determina las componentes tangencial y normal
de la aceleracién.

Solucién. La velocidad es #(t) = (—sent — cost)i + (cost + sent)j y la
aceleracion es ¥(t) = (—cost + sent)i + (—sent + cost)j. La trayectoria
es un segmento de linea recta, como puede verse de la relacién cartesiana
entre los componentes de la ecuacién vectorial: x = —y. Es claro entonces
que no hay componente normal de la aceleracién. Esto se puede verificar

al hacer el producto cruz entre la velocidad y la aceleracién:

-~ ~
0 0

i j k
I(t) x ¥(t) = | —sent —cost cost+sent 0
—cost+sent —sent+cost O

(O, 0,sen’t — sent cost + sent cost — cos? ¢
+cos?t —sentcost + sentcost — sen? t)
= (0,0,0) =0.

Por tanto, la aceleracion sélo tiene componente tangencial, que es ella
misma.

8. Una particula se desplaza a lo largo de la curva C representada por

r(t) = (t2)i+ (sent)j + (cost)k.
Dado el punto A(0,0, 1) sobre C, encuentra:

a) Los vectores velocidad y aceleracién en A.
b) Los vectores aceleracién normal y aceleracién tangencial en A.
¢) ;La trayectoria estd contenida en un plano?
[Primer Examen Final “B” 2005-1 Problema 2]

Solucion.

a) La velocidad es ©(t) = (2t,cost, —sent), y la aceleracion es ¥(t)
(2, —sent,—cost). En A, t = 0, por lo que velocidad y aceleracién
son (0,1,0) y (2,0, —1), respectivamente.

b) La aceleracién es perpendicular a la velocidad, asi que la aceleracién
sélo tiene componente normal. Es decir: dy = ¥(0) = (2,0,-1) y
dar =¥(0) —dy = (0,0,0).
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¢) La proyeccién en el plano yz es un circulo, mientras que la compo-
nente x va creciendo de manera cuadratica. La curva es entonces una
hélice circular cuyo paso va aumentando. Es claro que no esta conte-
nida en un plano. También se puede calcular la torsiéon para ver que
es asip, pero el enunciado del problema no pedia ese calculo.
z? + y2 =z

C’:{
y=x

Determina los vectores T, B y N, asi como la curvatura y la torsién de la
curva, para el punto P(1,1,2).
[Segundo Examen Parcial “A” 2004-1 Problema 1]

9. Sea la curva

Solucién. La torsién en cualquier punto sobre C' es cero ya que la curva se
encuentra sobre el plano x —y = 0. Un vector normal unitario a este plano
es %( 1,—1,0), de manera que el vector binormal es (para todos los puntos
de C) este vector, o su negativo, dependiendo de la parametrizacién. Si
parametrizamos la curva como r(t) = (t,t,2t?), la binormal es
B(t) = (1, ~1,0)
\/5 ) ? N
La velocidad es ©(t) = (1,1,4¢), asil que el vector tangente unitario en
P(1,1,2), que corresponde a t =1 es:
1,1,4
oo (L1

3v2

por lo que el vector normal principal en P es

Cie)

-1

1
Np=BpxTp=-—
6 1

1 1
= (—4,-4,2) = —(-2,-2,1).
g4 42)=3(=2-21)

= = o)
=~ o R

La rapidez en P es 3v/2. La aceleracién es a = i(t) = (0,0, 4), asi que la
componente normal de la aceleraciéon es ay = - N = %. De la férmula

para la aceleracion a =
3 = k(3v/2)?, asf que la curvatura es k = %.
Otra forma (mas laboriosa) de resolver el problema, es calcular T, N, B, x
b ) ) b
y 7 con las féormulas usuales. Los vectores tangente unitario y normal

principal son:

2 .
%T + kK (%) N, vemos que se debe cumplir

(—2t,—2t,1)
VetZ+1

T

(1,1,4t) T
— . = N=
V1612 + 2

por lo que el vector binormal y la torsiéon son:

1 B
B:TxN:(l,—l,O):M-:’Z‘:o_
S

V2
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De hecho, si se
calcula la torsién
en este punto,
se obtiene cero;
lo que no signi-
fica que la cur-
va sea plana, asi
como una cur-
va con derivada
igual a cero en
un punto no ne-
cesariamente es
una recta hori-
zontal. La curva
es plana si la tor-
sién es cero para
todos los puntos
de la curva.



10.

11.

Finalmente, se encuentra que la curvatura es:

T

7]

2
(82 +1)3/2

dT
k= |——
ds

dt ds

’dT dt

Al sustituir ¢ = 1, obtenemos las expresiones que ya teniamos.

Sea la curva C' representada por

22 —y?=1
c.{ v

Para el punto (1,0, 3) que pertenece a dicha curva, determina:

a) El triedro mévil.
b) La curvatura y la torsién.
¢) La ecuaciones de la circunferencia de curvatura.
[Segundo Examen Parcial “A” 2005-1 Problema 1]

Solucidén. La curva esta en el plano z = 3, asi que la torsion es cero y el
vector binormal es B = (0,0, —1) (o el negativo, segin la parametrizacién).
Si al pasar por el vértice de la hipérbola V(1,0,3) vamos en el sentido
positivo de las y, entonces el vector tangente unitario es T = (0,1,0), y el
vector normal principal es N =B x T = (1,0,0) en V.

De la ecuacién (x+y)(x —y) = 1, obtenemos una parametrizacién al hacer
r+y=tx—y=1/t. Lacarvaesr(t) = (3(t+t71),2(t—¢t71),3),y V
corresponde a ¢t = 1. La velocidad es ©(t) = (3(1 —¢t72), (1 +¢72),0) y
la aceleracién ©(t) = (t72,—t72,0), que en t = 1 es (1,—1,0), asf que la
aceleracién normal es @y = N. Ademas, la rapidez en V es 1, por lo que
aN = K (%)QN = k- 12 - N de donde la curvatura es £ = 1, y el radio de
curvatura es p = 1. El centro de la circunferencia de curvatura esta enton-
ces en (1,0,3) + (1,0,0) = (2,0,3), y las ecuaciones de la circunferencia
de curvatura son (r —2)2 +y? =1y 2 = 3.

Una particula se mueve siguiendo la trayectoria ¥(t) = 4121 — 3t2j + 21;,
donde t es el tiempo. Determina:
a) La velocidad v y la rapidez |¥| de la particula.
b) La aceleracién & y su médulo |a|.
¢) La curvatura k y la torsién 7 de la trayectoria.
d) La forma de la trayectoria.
[Segundo Examen Parcial “B” 2002-2 Problema 1]

Solucion.
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a) La velocidad es la derivada del vector posicién con respecto al tiempo:

dr 2 N
oI _od_ 6h
v 7 8ti — 6tj

La rapidez es el mddulo del vector velocidad: || = v/64t2 + 36t2 =
10¢.

b) La aceleracion es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo:

A= — =8i—6]
dt )
El médulo del vector aceleracion es |a| = /64 + 36 = 10.
s _ % sti-6t)  __ 8ti—6t] __
c) E} vectAor tangente unitario es T = R = Tomser — o0 =
%i — %j, es decir, constante, por lo que kK = % = 0. También se
puede calcular la curvatura mediante la férmula:
|£xF| (8ti—6t]) x (81—6J)
K== = FPYIE
H |8ti—61]]|
i j k
8 —6t 0
18 =6 0| (_astyask 0
(64t2436t2)3/2 1000¢3 -

El que k = 0, debia esperse si se habia visualizado la trayectoria, el
ultimo inciso obliga a pensar en esto. La torsion es 0 ya que la curva
estd contenida en un plano. Esto también se puede ver de la ecuacion

que define la torsién: % = kN, y de que N # 0.

d) Las componentes cartesianas son z = 2, x = 4t y y = —3t2 por lo
que t? = /4 = —y /3. Es decir, la relacién entre x y y es 3z +4y = 0.
La trayectoria es una linea recta en un plano paralelo a zy a una
altura de z = 2. También se puede deducir que es una recta a partir
de que la curvatura es cero.

12. Encuentra la ecuacion cartesiana del plano tangente a la superficie que
tiene por ecuacion

r(s,t) = 2(s + )i + 2(s — t)j + 16stk
en el punto (2, —2,0).

Solucién. En (2,-2,0), tenemos s = 0 y t = 1. Los vectores tangentes

son % =(2,2,16t) y % =(2,-2,16s), que en s =0, t = 1 son (2,2, 16)

y (2,—2,0). Un vector normal a la superficie (y al plano tangente), es:

j k
2 16 | =(32,32,—8) = 8(4,4,—1).
-2 0

DO DO me)

La ecuacién cartesiana del plano tangente es (x — 2,y +2,2) - (4,4, —1) =
0=z=4(z+y).
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13.

14.

ODbtén la ecuacién cartesiana del plano tangente a la superficie S repre-
sentada por
T = secv
S:<¢ y=senutanv
z = cosutanwv

con u € (0,7/2), v € (0,7/2), en el punto P(3,2,2).

Solucién. Las derivadas parciales de r con respecto a u y v son

or

— = (0,cosutanv,—senutanv)

au 9 )

Or 9 9

3 = (sec v tan v, sen usec” v, cosusec’ v)
v

y su producto cruz es

or Or

— X — = secvtanw (secv,—senwutanv, — cosutanv)
ou Ov

= secvtanv(z, —y, —z).

En la dltima expresion se usaron las ecuaciones de la parametrizacion
de S. Entonces un vector normal a S es (x,—y,—z). En P(3,2,2), el
vector normal es (3,—2,—2), as{ que la ecuacién del plano tangente a S
en P(3,2,2) es

(x—3,y—2,2—2)-(3,-2,-2) =0,
reduciendo, la ecuacion es 3x — 2y — 2z = 1.

Sea la curva C representada por

r(t)=ti+ @+ D)j+ (¢ -k
Para el punto A(1,2,0) que pertenece a la curva, determina:

a) Los vectores T, N y B.
b) La curvatura y la torsidn.
[Segundo Examen Parcial “A” 2005-2 Problema 1]

Solucién. La curva se encuentra sobre el plano x —y + z = —1, de modo
que la torsién es cero. El vector binormal es proporcional a (1, —1,1), que
es normal al plano. Debido a la parametrizacién, cuando ¢ aumenta de 0 a
1, el punto viene desde (0, 0o, 00) hasta (1,2, 0), asi que el sentido positivo
de la curva es el del vector (1,—1,1). Entonces el vector binormal (que
es unitario) es B = %(1, —1,1) para todos los puntos de la curva. La
velocidad estéd dada por

i(t)=(1,-t72, -t 1),
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15.

asi que el vector tangente unitario en A(1,2,0), que corresponde a t = 1,
es

1
T=—(1,-1,-2).
0 L-2)
El vector normal es:
1 i j k 1 1
N=BxT=—|1 -1 1 |=—72(3,3,00=—=(1,1,0).
VIB| | 1 o 3\@( ) \/5( )

La rapidez en A(1,2,0) es v/6. La aceleracién es a = ¥(t) = (0,2t73,2t73),
que ent = 1es (0,2,2), as{ que la componente normal de la aceleracién es

ay =i-N = /2. De la férmula para la aceleracién a = %T—&— K (%)2 N,

vemos que se debe cumplir /2 = k(v/6)?, asi que la curvatura es k = %.

Otra forma (mucho més laboriosa) de resolver el problema, es calcular
T,N,B,x y 7 con las férmulas usuales. Los vectores tangente unitario y
normal principal son:

(1,—t72,—t72-1) T (2 2+41,t7242,1-t2)

=N=— =
24 4+t72+1) |T| 6(t=4+t2+1)

b

por lo que el vector binormal y la torsiéon son:

V3

Finalmente, se encuentra que la curvatura es:

_ \f t3
VB (24 1)3/2

Al sustituir ¢ = 1, recuperamos las expresiones anteriores.

B:TxN:1(1,—1,0):>T:’ilB‘:0.
S

T

|7

o[
T ds

T dt
dt ds

Sean las superficies S; y Ss representadas por:

Sy :r(s,t) = (2sentcoss)i+ (3sentsens)j+ (3cost)k
Sy ir(u,v) = (w)i+ (v)k
a) Calcula el dngulo que forman S; y Ss.
b) Identifica las superficies.
[Segundo Examen Parcial “A” 2005-1 Problema 3]

Solucion. En este problema es mas sencillo considerar la situacién geomé-
trica. S7 es un elipsoide (sus ecuaciones paramétricas son las ecuaciones
de transformacién de las coordenadas esféricas), centrado en el origen, con
sus ejes principales a lo largo de los ejes x,y y z. So es el plano xz, por lo
que S7 y Sa son ortogonales.
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A continuacién se describe la soluciéon mas analitica, que en este caso es
mas laboriosa. El angulo entre las superficies es el angulo entre sus vectores
normales. En el caso de la superficie Sy, tenemos que

or _ (—2sentsen s,3sentcoss,0)

S
57 = (2costcoss,3costsens, —3sent),

por lo que el vector normal a S; esta dado por

n; = % X % = (fQSen2tcoss,fﬁsen2tsens,735en2t) .
En el caso de 5o,
g = (1,0,0)
o =(0,0,1)
por que su vector normal es
Oor Or
= —x—=(0,-1,0).
27 By X ov ( )

El coseno del dangulo entre los vectores normales es

n;-ny 6sen? tsen s
Ini| - na|  /36sen?2t + 45sent tcos? s

cosf =

En los puntos comunes entre S7 y Sy debe cumplirse que sus componentes
en y sean iguales: 3sentsens = 0, por lo que cosf =0 = 6 = 90°.

16. Sea la curva C que resulta de la interseccién entre las superficies
Sy :r(s,t) = (s+ )i+ (4st)j + (s — )k y Sy : r(u,v) = ui + vj + 2k

a) Identifica las superficies.

b) A partir de las ecuaciones vectoriales de S; y S, determina la ecua-
cién cartesiana del plano normal a la curva C, en el punto P(0, —4, 2).

¢) Encuentra una ecuacién paramétrica de la recta tangente a la curva
C' en el punto P(0,—4,2).
[Segundo Examen Parcial “A” 2004-1 Problema 4]
Solucién.

a) En lasupeficie 1, tenemos que se cumple la relacién x? —2? = y entre

sus componentes, ademds, por la parametrizacion, s+t y s —t puede
tomar cualquier valor real, por lo que S; es un paraboloide hiperbdlico
(una silla de montar). En cuanto a Sy, es un plano paralelo al plano
xy con coordenada z = 2.
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b)

La interseccién de S; y S5 debe tener z = 2; entonces la ecuacién
cartesiana de C es y = x? — 4, que es una parabola en un plano
paralelo a zy, con z = 2; el punto P que corresponde a t = —1 es el
vértice de esta parabola, por lo que podemos ver que la ecuacién del
plano normal a C' en P es x = 0, es decir, el plano yz.

En un caso mas general donde no sea clara la situaciéon geométrica,
hay que hallar el vector normal a la curva. Aqui, s—t = 2, s+t = 2t+2
y 4st = 4t? + 8, por lo que la ecuacién paramétrica de C' es

r(t) = (2t +2,4° + 8t,2)
El vector tangente unitario es:

(0 = B (2,8t+8,0)
R V642 + 128t + 68

que en el punto P es T(—1) = (1,0,0). Entonces la ecuacién cartesia-
na del plano normal a la curva es (z —0,y — (—4),2—2)-(1,0,0) = 0.
Es, como ya sabiamos, z = 0.

Del inciso anterior, T(—1) = (1,0,0), por lo que una ecuacién pa-
ramétrica de la tangente a C en P(0,—4,2) es r(w) = w(1,0,0) +
(0,—4,2) = (w,—4,2) en donde el punto P(0,—4,2) corresponde a
w=0.
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Capitulo 3

Coordenadas curvilineas

1. Dadas las ecuaciones de transformacion

rt+y=u-+v
r—y=2u+v

z,Y

a) Calcula los jacobianos J(%) y J(u,v).

b) Sea laregién R del plano zy limitada por las rectas z = 0, y = = — 2,
y = 1. Determina la regién R’ del plano uv en que se tranforma R y
representa graficamente a Ry R’.

Solucion.

a) De las ecuaciones de transformacién, encontramos que las derivadas
parciales son: g—i = %, % =1, g—z = f% y % = 0. El jacobiano es:

oz Oz 3
z 9z 9z s ] 1 u,v
()-8 £)-14 of-5-0G5) -
u, v 5 5 -5 0 2 x,y
b) R es un tridngulo en zy que se transforma en un tridngulo en wuw.

Los vértices A(0,1), B(3,1) y C(0,—2) se transforman en A’(—2,3),
B'(-2,6) y C'(4,—6) en wv. En la Fig. 3.1 se muestran Ry R’.

2. Considera el sistema de coordenadas curvilineas definido por las ecuaciones

u=3r+y
v=x—3y

a
b

C

Determina si el sistema es ortogonal.
Calcula los vectores unitarios €, y €é,.

Calcula los factores de escala.

)
)
)
)

d) Determina los jacobianos de la transformacién J (

).

T,y uU,v
u,v) y J(m,y
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‘ . 8 -
A(0,1) B(3,1) 6 *.| B'(=2,86)
R 4 R
0 T 2 A’ (-2, 3)
;o
-1 -2
—4
0(07 _2)
—2 —6 C'(4,—6),
T 0 1 2 3 =z o0 2 1 &
Plano zy Plano uw

Figura 3.1 T'(z,y) = (—2y,z + 3y)

[Segundo Examen Parcial “B” 2005-1 Problema 5]
Solucién.

a) Las superficies correspondientes a u constante y v constante estén
dadas por r- (3,1) = cte; y r - (1, —3) = cteq, respectivamente (en
donde r = (x,y)). Las normales son perpendiculares, ya que (3,1) -
(1,—3) = 0. Por ello, sistema es ortogonal.

b) Al despejar x,y y obtener sus derivadas parciales con respecto a u, v,

tenemos:
_ 1 dr _ 3 or _ 1 or _ (3 1
z =15 Bu+v) —~ Qu 1000 10 au_(lo’w)
y = — (u—3v) 9y _ 1 %y _ 3 &_(L _A)
10 du — 10°9v — 10 dv 10° 10

Al normalizar las parciales encontramos que los vectores unitarios
P | 5 o 1
Son: €, — \/ﬁ(?)’ 1) y €y = \/ﬁ(l’ —3)
c¢) Los factores de escala son los factores de normalizacién en el inciso

anterior: h, = h, = v/10/10 = 1//10.

d) Los jacobianos son:

gz Oy nERR! \
Ty — — w) _
J(W)‘ g O ‘100 1 —3‘10;5‘](%@)10
v v
.y = 2y —1 .
3. Sea la transformacién T { b v f ;y g . y sea R una regién en el

plano XY cuya érea es igual a 3 u?. Determina:

a) si el sistema de coordenadas (u,v) es ortogonal.
b) los factores de escala h,, y h,.

¢) los vectores base é, y é,.

42



d) el Jacobiano de transformacién J (“’)

u,v

e) el drea de la regién R, siendo R’ la imagen de la regién R bajo la
transformacién T

[Segundo Examen Parcial “B” 2004-2 Problema 5]
Solucién. Al despejar = y y, obtenemos que x = %(u —v+ 1) yy=

1(u+ v +1). Las derivadas parciales que necesitamos son

dr 1 Ox 1oy 10y 1

ou 2 v 270u  4°0v 4

Por lo que:

Esto nos ayuda para las soluciones:

a) Como hy, # 0, el sistema no es ortogonal. Esto también puede verse
de la expresién para los vectores unitarios, en el inciso c¢).

b) Los factores de escala son h, = h, = %.

¢) Los vectores base son é; = %%:
T

9z Oy 1 1

d) ElJacobianoesJ(%)z ‘ig Z‘z‘ 4 %‘Zé—&-é:}l.
ov ov 2 4

e) El érea de R en ay es 3 = fR dxdy, esto es igual a fR, J(ig) dudv,

que por el inciso anterior, es % del drea de R/, por lo tanto Ar: = 12u?.

U = 2%
v=2y—=x
limitada por las curvas x =1, 2y = 1 + 22 y 2y = 2% — 2.

4. Sea la transformacion 71" { 5 , v sea la regién R del plano xy

a) Determina si el sistema de coordenadas (u,v) es ortogonal.

b) Grafica la regién R del plano zy.

c¢) Grafica la regién R’ del plano uv, que es la regién en la cual se
transforma la regién R bajo la transformacion 7.

d) Calcula el Jacobiano J(x’ y)

U,V
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e) Calcula el drea de la regién R.
[Segundo Examen Parcial “A” 2004-1 Problema 5]

Solucién. Al obtener las derivadas parciales con respecto a x y y de las

ecuaciones de transformacién, obtenemos g—g = 2, g—“ =0, g—“ = 2z y
Y T
g—z = 2. De aqui, tenemos que el Vu - Vv = —4z, por lo que el sistema no
es ortogonal. Se puede obtener el siguiente jacobiano:
du  Ou
U, v 5= Ao 2 0 x, 1
x,y 35 oy —2z 2 U, v 4

El drea de R en zy es [, dxdy = [p, J(%) dudv = § [, dudv que es un

cuarto del drea de R'. El drea de R’ es 2 = § (es un tridngulo), asf que

el area de R es %uQ. En la Fig. 3.2 se ilustran las regiones.

-1 0 1 -2 0 2

Plano zy Plano uwv

Figura 3.2 T'(z,y) = (2, 2y — 2?)

5. Sean las funciones: f(z,y,2) = 22 +y?> + 22 y F(r,y,2) = zi+ yj + zk.
Determina:
a) rot(fF)
b) frot F+VfxF
[Primer Examen Final “B” 2005-1 Problema 3]

Solucion.

a) fF = (23 + %z + 2%, 2%y + y + 2%y, 2%2 + y22 + 23)

Q) o)

» Y

j k
— 9 %)

V x fF = P 5 5
x3+y2x+22x a:2y—|—y +z2y x22+y2z—|—z3

= (2yz — 2yz, —2xz + 22z, 2zy — 2zy) = (0,0,0).

44



b) El rotacional del campo vectorial es:

VxF= = (0,0,0)

8 o -
@ é?%ba_»
& Flo w

por lo que f rot F = 0. Para el segundo sumando calculamos:

i j k
VfxF=|2x 2y 2z
x Yy oz
= (2yz — 22y, —2xz + 2zx, 22y — 2yx) = (0,0,0)

of of 0
Vf=(3k 5, 55) = (20,29, 22)

de modo que el resultado también es el vector cero: (0,0,0).

La igualdad rot(fF) = f rot F + Vf x F siempre es vélida, sin importar
cudles sean los campos escalar y vectorial. La manera mas corta de resolver
el problema es demostrar que rot(fF) = 0 usando coordenadas esféricas
y recurrir a la igualdad para decir que el inciso b) también es 0.

. Encuentra V x (Vf) para la funcién

f(z,y,2) = 1?3y2 + ysenz + xe*

[Segundo Examen Parcial “B” 2002-2 Problema 5]

Solucién. Si f es una funcién diferenciable, Vf = (%, %57 %). Ademas,

si f es de clase C? (dos veces continuamente diferenciable), tenemos que

i j ok
9 le] 9
VXVf: oz 0y Oz
of or of
ox oy 0z

_ (99f_009f 00f 00f 909f 90f

— \Oy 0z 020y 02z0x 0Ox0z 0xdy Oyox

= (0,0,0) =0,
ya en ese caso las derivadas parciales mixtas son iguales. La funcién f
del enunciado tiene todas sus derivadas de todos los érdenes continuas, de

manera que se cumple V x Vf = 0.

. Sea la funcién f(z,y,2) = —m. Utiliza coordenadas esféricas para

calcular Vf en el punto P(v/3, —1,2).
[Segundo Examen Parcial “B” 2002-2 Problema 6]

Solucién. La funcién en coordenadas esféricas es f(r,6, ¢) = —4/r. Como
no hay dependencia en 6 y en ¢, el gradiente sélo tiene el término radial:
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10.

Vf = %i‘ = 4/r*t. En P, tenemos que > = 3+1+4 =8 y ¢t =
L (\/3,~1,2). Por lo tanto,

S

.1
2 2/8

en donde la iltima expresién estd en coordenadas cartesianas.

VJC‘P = (\/57_172)

Calcula el laplaciano de la funcién f(z,y,2) = (22 + y> + 22)3/2.
[Segundo Examen Parcial “A” 2005-1 Problema 4]

Solucién. Es conveniente utilizar coordenadas esféricas; asi, la funcién es
f(r,0,¢) = r3. Como no hay dependencia en § y en ¢, el laplaciano s6lo
tiene el término radial:

2p 10 (50 _ 10 gay_
Vf_r23r r =37 (3r)—127".

Por lo tanto, V2f = 12r, o V2f = 12y/22 + 32 + 22, si se quiere en
coordenadas cartesianas.

Determina si el campo vectorial F representado por
F(r,0,z) = (zcosf + senf)e, + (cosf — zsenf)ey + (r cosb)e,,
dado en coordenadas cilindricas, es irrotacional.

[Segundo Examen Parcial “A” 2005-1 Problema 6]

Solucidn. Si f(r,0,2) = rzcosf + rsend, tenemos que F(r,0,z) = Vf.
Por otra parte, sabemos que V x Vf = 0, siempre que f sea al menos
de clase C? (dos veces continuamente diferenciable), que es cierto en este
caso. Por lo tanto, V x F = 0 y F es irrotacional.

Otra forma de resolver el problema, es calcular directamente el rotacional:

e, reg e,
_ 9 9. 9
VxF = ] 20 9z

2cosf + sen r(cosf — zsenf) rcosb
= (—rsenf + rsenf)e, + (cosf — cos0) rey
+ (cos — zsenf + zsen — cosf) e, = 0.

Sea el campo vectorial F representado por F = p%, en donde r = xierj +
zky p=|rl.
a) Determina si F es irrotacional.
b) Determina si F es solenoidal.
[Segundo Examen Parcial “B” 2004-2 Problema 6]

Solucién. En lo que sigue se utilizard r = |r|.
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a) De la férmula para el rotacional en coordenadas esféricas,

1 FPoorf rsenﬂ(i
_ o) o )
VxF = r2senf | or 99 ¢

r TFy rsenfFy

es facil ver que cualquier campo vectorial en la direccién radial que
sélo tiene dependencia del radio, tiene rotacional 0. Entonces F es
irrotacional.

b) F no tiene componentes en 6 y quS, por lo tanto,

10

VF=55

7"2F7n)

En este caso F = F,t donde F, = 1/72, por lo tanto

181:0.

VoF= ()

Asi que F es solenoidal, excepto en el origen.
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3.1.

. Demuestra que la curva r(t) = (

Problemas propuestos

1+t 1 1
1—t"1—82"1+¢
encuentra en el plano x — 4y + 2z = —1.

> es plana y que se

En la parametrizacion del circulo de radio 1 con centro en el origen r(6) =
(cos 8, sen ), utiliza el cambio de pardmetro ¢ = tan §/2 para obtener una

1—t2 2t
parametrizacién racional del circulo. Respuesta: r(t) = (th, th)

Parametriza la curva de interseccién entre la esfera z2 4+ y? + 22 = 4a® y
el cilindro (z — a)? + y? = a®. (A esta curva se le conoce como curva de

t
Viviani). Respuesta: r(t) = (1 + cost,sent, 2 sen 2) .

. Demuestra que las hélices r(t) = (acost,asent,bt) tienen curvatura y

torsién constantes.

Demuestra que la funcién longitud de arco de la cicloide r(t) = (t—sent, 1—
cost) es s(t) =4 — 4 cos(t/2).

Si r(s) es la parametrizacién de una curva en términos de su longitud de
2

arco, demuestra que = kN, donde k es la curvatura y N es el vector

o ds?
normal principal.
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3.2. Parametrizaciones y coordenadas curvilineas

INSTRUCCIONES. Para contestar este examen, se necesita Acrobat Reader
5 (o versiones posteriores). Antes de seleccionar las respuestas, se debe dar
click en “Inicio del Examen”. Al terminar, se debe dar click en “Final del
Examen”. Al dar click en el botén “Muestra”, se corrigen las respuestas del
examen.

Una v indica que la respuesta fue correcta; una X, indica una respuesta
incorrecta; en este caso (o si no se respondid), la respuesta correcta se marca
con @.

Inicio del Test Parametrizaciones y coordenadas curvilineas

1. ;Cudl de las siguientes gréaficas corresponde a {(sent,cost) : —n/2 <t < 0}
en el plano zy?

<

(a) (b) (¢) (d) (e)

1 punto

4\, - .
2. Sea C' la curva parametrizada por r(s) = <5s> i+ (3 cos §> j+ (3 sen g) k,

donde s es el parametro longitud de arco. La torsién de C' en cualquiera de
sus puntos, es:

1 3 4
0 5 % %
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. Parar =i+ yi el vector dr es
dr=ré, +08& dr =dré, +dféy

dr =rdré,+dbég dr =dré, +rdfég
1 punto

. Sea C' la curva parametrizada por r(t) = 2(cost+tsent)i+2(sent—t cost)j.
La curvatura de C' en el punto para el cual t = 7/2, es:

2 1
— 2m - ™
s T
1 punto

. Una ecuacién del plano tangente a la superficie de ecuacién z = e " seny
en el punto donde x =0y y =7/2 es

r+y=1 r+z=1 r—z=1 y+z=1 y—z=1
1 punto

. Considera el cambio de variables del plano zy al plano uv dado por las
ecuaciones

u = xl/ 3 +vy

v=1+y.

Bajo esta transformacién, ;jcudl de las siguientes regiones sombreadas es la
imagen de la regién {(z,y): 0 <2 <1y 0<y<1}?

v=Uu
o 1 s ¢ o 1 2% o 1 ¢
(a) (b) (c)
v=1+ul/3
2 2
1 1
v=ul/3
: —) ] :
o 1 2 o 1 2 u
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(a) (b) (¢) (d) (e)

1 punto

7. El cambio de variables dado por las ecuaciones

T = ucos@—vsenﬁ}

y = usenf + vcosf

. [ [ . U, v
representa una rotacién con un angulo 6. ; Cuéanto vale el Jacobiano J ( 4 > ?

T,y
u? 4+ 02 22 4+ 9 1 0 tan 6
1 punto
= 6
8. Sea T la transformacién dada por T : {x ; + ;] y sea R la regién del
y=2u—3v

plano XY limitada por las rectas t =0, z =2, y = 0y y = 2. El drea de la
regién R, que es la imagen de la regiéon R bajo la transformacién T, es:
1 4 15
— — — 60
60 15 4

1 punto

9. El sistema de coordenadas curvilineas (u,v) es tal que Vu = 4i — 25 y

Vo =21+ 43. El valor del Jacobiano J (x,y) es:
U, v
20 L ! 20
20 20

1 punto

10. Sea F el campo vectorial dado por F(z,y, 2) = (22442 +22)(—zi—yj — 2k).
La divergencia de F es:

=5y a2+ y? + 22 —5(z® +y? + 2%)

—5(z% + ¢ +22)3/2 —5(z% + y* + 22)?
1 punto

Final del Test

Calificacién:
Corrige Respuestas:
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Capitulo 4

Integrales de trayectoria y
de linea

1. Evalia las siguientes integrales de trayectoria fa f(x,y,z)ds, donde

a) f(z,y,2) =x+y—+zyo:t— (sent,cost,t),t € [0,2n];
b) f(xz,y,2) =cosz, o como en a);
c) f(x,y,z):xcosz,U:t%tithQj,tG[O,l].

Solucion.

a) Sobre la trayectoria o, el valor de f es f(z(t),y(t),2(t)) = sent +
cost +t. Ademds, el valor de la rapidez es % = |(cost, —sent, 1)| =
V2 por lo que ds = v/2dt. Entonces la integral que se pide es:

27

/ flz,y,2)ds = V2(sent + cost +t) dt
o 0

27

= 2272,

0

t2
= \/5 <—cost+sent+ 2)

b) Aqui, f(x(¢t),y(t), 2(t)) = cos z(t) = cost, y la integral es:

27
=0.
0

27
/f(x,y,z)ds: V2costdt = v/2sent

0

¢) La trayectoria estd sobre el plano xy, as{ que la componente z es cero,
por lo tanto, el valor de f sobre la trayectoria es f (z(t),y(t), 2(t)) =
z(t) = t. Ademds, el valor de la rapidez es %8 = |(1,2¢,0)| = V42 + 1
por lo que ds = v/4t2 + 1dt. La integral que se pide es:
1
! 4% +1 5v5—1
/f(a:,y,z)dSZ/ tvV4t2 + 1dt = ( 5 = \[12 .
o 0

)3/2
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2. Calcula las coordenadas del centroide de la regién sombreada que se mues-
tra en la figura 4.1.

Figura 4.1 Regién en el primer cuadrante

[Tercer Examen Parcial “A” 2003-2 Problema 5]
f02 1(27\/47:}02)d1
IR (2—\/4—$2)d9¢ ’
El denominador es el area, que es 4 — m, y el numerador es

2 2
/x(Z—\/4—x2)dx:[m2+1(4—x2)3/2 :4—§:é7
0 3 3

3 0

Solucién. La coordenada = del centroide esta dada por

por lo que la coordenada x del centroide es . Por simetria, la coor-

4
3(4—m)
denada y vale lo mismo, asi que las coordenadas del centro de gravedad

4 4 ~
son (55755 30) = (1.553,1.553).

3. En la figura 4.2 se muestran cuatro campos vectoriales en el plano. Espe-
cifica en cada uno si el rotacional y la divergencia son iguales o no a cero.
Justifica detalladamente tu respuesta.

Solucion.

a) Consideremos la curva cerrada mostrada en la figura 4.3. El campo es
paralelo a los lados verticales, y normal a los horizontales. Al calcular
la integral de linea del campo sobre la curva (es decir, la circulacién),
sblo es necesario considerar los lados verticales. La contribucién del
lado derecho es mayor que la del izquierdo, asi que la circulacién
sobre la curva no es cero. El rotacional del campo no es cero, porque
podemos hallar curvas con circulaciéon distinta de cero.

Notemos que F,, = 0 y que los vectores son constantes en la direcciéon
en que apunta el campo, es decir, 652 Y = (), asi que la divergencia es
cero. Otra forma de verlo es notar que en la curva ilustrada, el flujo
que entra es igual al flujo que sale. Cualquier trayectoria se forma de
curvas como la ilustrada, en las que el flujo total es cero. Si el flujo
es cero para cualquier trayectoria, entonces la divergencia del campo
es cero. La expresién analitica de este campo es F(z,y) = (0,x).
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Figura 4.2 Campos en el plano

b) En la curva cerrada mostrada en la figura, el campo es paralelo a dos
de las fronteras y normal a las otras dos. En la frontera més alejada
del origen, el campo es més intenso que en la frontera mas cercana al
origen, pero la longitud de la frontera méas alejada es menor, asi que
la circulacion podria ser cero. De hecho, el rotacional de este campo
es cero, y la grafica es compatible con esto, aunque no es obvio.

El flujo sobre esta trayectoria es cero, ya que los vectores no cambian
de longitud sobre las curvas que van definiendo con su direccién’.

1Tal vez quede la duda de que sobre los ejes x,y, los vectores si parecen cambiar de
longitud. Sin embargo, hay que notar que una trayectoria que encierre una parte de estos ejes,
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Figura 4.3 Trayectorias sobre los campos

Cualquier otra curva cerrada puede formarse con curvas de este tipo.
Por tanto, la divergencia de este campo es cero. La expresién analitica
de este campo es F(z,y) = (z, —y).

¢) De manera andloga al inciso a), VX F # 0,y V-F = 0. La expresién
analitica de este campo es F(z,y) = (0, e*IQ).
d) La circulacién sobre la trayectoria mostrada es claramente distinta de

cero porque sobre cualquier frontera de la trayectoria el campo tiene
componentes positivas a lo largo de dicha trayectoria. Por tanto, el

sin importar qué tan delgada sea, tiene una contribucién distinta de cero a lo largo de las
fronteras de dicha trayectoria.
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rotacional es distinto de cero.

Por otra parte, los vectores aumentan de longitud conforme se alejan
del origen. El flujo sobre una curva es mayor si estd mas alejada del
origen, por lo que es claro que la divergencia es distinta de cero. La
expresién analitica de este campo es F(z,y) = (z —y,z + y).

4. Sea F(x,y,2) = zi+ yj + zk. Evalda la integral de F a lo largo de las
siguientes dos trayectorias.

a) o(t) = (t,t,1),0<t <1
b) o(t) = (cost,sent,0),0 <t <27

Solucion.

a) El valor de F sobre la trayectoria es F (z(t),y(t), 2(t)) = (¢, t,1).
Ademés, la velocidad es % = (1,1,1) por lo que do = (1,1,1)dt.
Entonces, la integral de linea que se pide es

1 2
/F-da:/ (t,t,t)-(l,l,l)dt:?./ rdt =35
o 0 0 2

b) Elvalor de F sobre la trayectoriaes F (z(t), y(¢), 2(t)) = (cost,sent,0).
Adem3s, la velocidad es ‘3—‘; = (—sent,cost,0) por lo que do =

(—sent, cost,0)dt. Entonces, la integral de linea que se pide es

tog

0 2’

2
/ F-do = / (cost,sent,0) - (—sent,cost,0)dt = 0.
o 0

En general, si un campo vectorial F es el gradiente de un campo escalar f,
la integral de linea de F a lo largo de una curva cualquiera sélo depende de
los puntos inicial y final de la curva. En este problema, se puede ver que
si f(z,y,2) = % (:E2 + 1%+ 22), entonces F = V f, lo cual puede ser 1til al
calcular las integrales. En el inciso a), la integral es f(1,1,1)— f(0,0,0) =
%. En el inciso b), la integral es cero, ya que la trayectoria es cerrada, y
los puntos inicial y final de la trayectoria son el mismo.

5. Calcula el trabajo efectuado al mover una particula en el campo de fuerzas
-~ -~ ~ = 3
F(z,y,2) = (32%)i+ (y — 222)j + (2)k a lo largo de la curva { 8z =3z

4y =z
del punto A(0,0,0) al punto B(2,1,3).
[Tercer Examen Parcial “B” 2004-2 Problema 1]

Solucién. La curva se puede parametrizar como r(t) = (¢,t2/4,3t3/8),
donde los puntos A y B corresponden a t = 0 y t = 2, respectivamente.
El trabajo es:

B 2 2 2 4 3 2

d t t t t 9t
/F~dr:/ F-Za = / g2, 03 BTN (4 L9 g

N . dl ) 14078 '8

2 3 5 5 4 6 12
t 3t 27t t t
= 324+ — — — dt= |3+ —+—| =09.
/0 ( + 8 8 + 64 ) [ + 32 + 128}
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6. Sobre la trayectoria r = (asenwt,bcoswt) con 2w >t > 0 se mueve una

particula de masa m. ;Cudl es el trabajo realizado cuando se mueve desde
(0,b) hasta (a,0)?

Solucién. El punto inicial corresponde a ¢t = 0 y el final a t = 7/2w. El
trabajo es el siguiente:p»

/F-dr:/mi:-dr:m/i‘~@dt:m/i‘~i'dt
c c c dt c

/2w
= m/ (—aw® senwt, —bw? coswt) - (aw cos wt, —bw sen wt) dt
0

/2w
= m / (—a*w?® senwt cos wt + b*w?® sen wt cos wt) dt
0

_ mw3(b? — a?) /”/2“J serl 2wt di — mw?(b? — a?)  —cos 2wt %
2 0 2 % |,

o omwt(b?—d?) (1 n 1Y\ mw?(b? —a?)

B 2 2w 2w/ 2 ‘

. Sea el campo vectorial F(z,y, z) = (3z +y2)i+ (22 + )] + (z2)k, calcula

r=2+y

fc F - dr a lo largo de la curva C : 2 del punto A(3,1,1) al

punto B(3,1,—1).
[Tercer Examen Parcial “A” 2002-1 Problema 1]

Solucién. De la definicién de la curva, tenemos que z es la variable inde-
pendiente que fija a x y a y. Una parametrizacién de esta curva es entonces
r(t) = (2 + t2,42,t). En esta parametrizacién, el punto A corresponde a
t =1y el punto B at = —1; la velocidad es v(t) = (2t,2t,1). La integral
que se pide es, entonces:

/F~dr:/F-@dt=/F-th
c c dt c

-1
= / B+t +2-t,22+) +t4 (2+¢%) - t) - (2t,2t, 1) dt
1

-1
/ (£ +3t% 4+ 6,t* + 2t + 4,6° +2t) - (2t,2t,1) dt
1

-1
/ (2t* + 613 + 12t + 2t° + 4¢3 + 8t + ¢ + 2t)dt
1

-1

-1
24 2 11 14
/ (2t° + 2t* + 1183 + 14t)dt =  Zt0 + 265 + — 1 + —¢2
1 6 5 4 2

1
4

-
Los términos de potencia par no contribuyen. El resultado es negativo
debido al sentido de la curva C.

o7

Hay dos casos
de interés. Cuan-
do a = b, el
trabajo es cero:
en un movimien-
to circular uni-
forme sélo hay
fuerza centripe-
ta, que siempre
es perpendicular
a la velocidad.
Cuando a > b,
la trayectoria se
aproxima a la
de un oscilador
arménico.



8. Calcula el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(z,y,2) = (dzycosz + 2) 1+ (22% cos z — 6y) i+ (5-— 222y sen z) k

al desplazar una particula del punto P(2,—1,1) al punto Q(3,1,2).

Solucidén. No se especifica la trayectoria entre Py @, lo que sugiere que el

trabajo no depende de ella. Si es asi, el trabajo tendria que ser el gradiente
de alguna funcion escalar; es decir, F = Vf = (%, %, %). Al plantear
las ecuaciones y hacer las integrales,

=daycosz +2 = f(x,y,2) = 222y cos z + 2z + g1 (v, 2)
=22%cosz — 6y = f(z,y,2) = 202y cos z — 3y* + ga(x, 2)
=5—2z2%ysenz = f(x,y,2) = 22%ycosz + 5z + g3(x,y)

sleslssIe

es facil ver que f(x,y,z) = 222y cos z + 2z — 3y? + 52 es una funcién cuyo
gradiente es F. Por lo tanto, el trabajo es:

/F~dr:f|Q:(2-32-1-0052+2~3—3-12+5~2)
c

—(2~22-(—1)-cosl+2-2—3-(—1)2+5~1)
= (18cos2+13) — (—8cos1+6)
= 18cos2+8cosl+ 7= 3.832.

9. Calcula el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(z,y,2) = 21+ (z + 62)k

21,24 ,2_9
para mover una particula a lo largo de la curva C : { v ;23{’_ ;2 Z_ y
del punto A(1,1,0) al punto B(0,1,1).
Solucién. F = V(zz+322), y el trabajoes 0-14+3-12—(1-0+3-0%) = 3.
También se puede hacer explicitamente. La curva es la interseccion de
una esfera y un paraboloide eliptico: un circulo en un plano paralelo al
plano zz. El radio es r = /y, donde y estd determinado por 4y =2,
cuya Unica solucién positiva es y = 1. La curva puede parametrizarse por
r(f) = (cosf,1,send). El punto A corresponde a § = 0, y el punto B, a
6 = /2. El trabajo es entonces:

w/2
/F~dr:/F~£d9:/ (send,0,cos6 + 6senf) - (—send, 0, cosd)df
c c db 0

/2 w/2
= / (—sen® 0 + cos® 0 + 6sen @ cos ) d = / (cos 260 + 3sen 260)d6
0 0

/2
1 3 3 3
= (2sen29—2c0529> . :2—<—2):3.
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10.

11.

12.

Sea F el campo vectorial dado en coordenadas polares por F(p,0) =
(—p2 sen 9) ép + (p2 cos 9) ég. Calcula fCF -dr a lo largo de la curva C
de ecuacién z2 + y? — 4z = 0, del punto A(0,0) al punto B(4,0) para
y > 0.

Solucién. Al convertir la ecuacién de la curva a coordenadas polares,
tenemos que p?>—4pcosf = 0, de donde p = 4 cos §. El punto A corresponde
a f = 7/2, y el punto B corresponde a § = 0. El vector de posicién es
r = pp, por lo quer

dr = pdp + pdp = pfdf + pdp
= 4cos00df — pAsenBdf = 4(— sen 6, cos 0)do

en donde se usé que p =4cosf y dp = —4sen 0df. Entonces:

F-dr =4 (—p*send,pcosd) - (—senb,cos0) do
= 4 (p2 (sen2 6 + cos? 6)) df = 4p* = 64 cos® Hd.

La integral que se pide es:»

0 1 0
/ F-dr:64/ cos? 0df =64 - = / (sen29+00529) df = —16m.
c /2 2 Jrpe

Calcula §, F - dr siendo F(p,0) = 6pcos20&, — 6psen20&y, y C la cir-
cunferencia de ecuacién x2 + 42 + y? = 0.
[Tercer Examen Parcial “B” 2003-1 Problema 2]

Solucién. Recordemos que en coordenadas polares, el gradiente de una
funcién f(p,0) es Vf = %,ﬁ+ %%0. De aqui podemos ver que este campo
vectorial es conservativo, ya que F(p,8) = V(3p? cos 26). Como la trayec-
toria es cerrada, entonces fc F-dr=0.

Sea el campo vectorial F(p, 0, z) = (2pz cos 0)é,—(pz sen ) ég+(p? cos 0)é.,,
donde (p, 0, z) son coordenadas cilindricas. Calcula el valor de fC F - dr,
del punto A(0,0,0) al punto B(1,1,1), a lo largo de la curva

o

Solucidn. Este campo vectorial es conservativo (es decir, es el gradiente de

un campo escalar). Recordemos que en coordenadas cilindricas, el gradien-
teesVf = g—ﬁéfr%g—géwrg—ﬁéz por lo que si ponemos f(p,0,2) = p*zcos®
tenemos que F = V f. Por lo tanto, la integral que se pide es:

r—22=0
3y—422+2=0

[Primer Examen Final “B” 2005-1 Problema 4]

B
[ Ede = f15 = 5000 - £0,0,0 = V2
A

va que £(0,0,0) =0y f(1,1,1) = (12 +1%) - 1-cos T = V2.
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dp = 6d6 por-
que una varia-
cién en p, no pro-
duce cambio en
p, mientras que
una variacién df
cambia el vector
de posicién en la
direccién de 6.

Por simetria,
las integrales de
cos’0 y sen?0
son iguales en el
intervalo dado;
al sumarlas, se
halla facilmente
su valor.



13. El campo vectorial F en coordenadas cilindricas estd dado por F(p, 0, z) =
2psenz3¢, + pcoshz3ég + 3p? senfz2é,. Calcula el trabajo que desarro-
lla el campo F al mover una particula del punto A(1,7/2,1) al punto
B(2,0,—1), a lo largo de la recta que los une. Los puntos estdn dados en
coordenadas cilindricas.

[Tercer Examen Parcial “A” 2003-2 Problema 2]

Solucién. La funcién f(p, 0, z) = p? sen §z3 es tal que F = V f, de manera
que el trabajo que se pide es:

fI5 =22 sen0- (—=1)® =12 -sen(Z) - 13 = —1.

jus
2
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Capitulo 5

Integrales Iteradas

1. Utiliza integrales dobles para calcular el area de la regién del plano xy
localizada en el primer cuadrante y limitada por las curvas de ecuaciones
16(z — 1) =y? y 8z = ¢

[Tercer Examen Parcial “A” 2002-1 Problema 3]
Solucién. El area es

[ [ e[ (5e-0)
- [t

Esto se puede ver como la suma de las areas de rectdngulos horizontales
2 2
de base x = 45 + 1 — %y altura dy, lo que se ilustra en la Fig. 5.1.
2. Determina el area de la superficie cuya ecuacién vectorial es F(u,v) =
ui+v?j+ (u?+vHkpara0<u<1,0<0v <2
[Tercer Examen Parcial “A” 2002-2 Problema 5]

Solucién. El elemento vectorial de area para esta superficie estd determi-

nado por
i j k i j k
or Or ! J J
— X — = g—w 9y gz =20 0 2u |=(—4uv,—4uv,4uv)
ou ov au gu 8u
eTx 9y z 0 2v 2v
v v ov

por lo que da = 4v/3uv du dv. El 4rea de la superficie es:
21 1
fsda = ff4\/§uvdudv = 4\/§f02 v“; Odv
00
=2V3 [Zodv=2V3%| =43
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-5
-1 0 1 2 3

Figura 5.1 Regién entre 16(z — 1) = y? y 8z = y° en el primer cuadrante

3. Sea T un sélido cuyo volumen es igual a

29—z 2z
V:/dV:/ / / dz dy dx.
T o Jo 0

Dibuja Ty completa los espacios en blanco.

ooo
a) V=[][[dydxdz.
ooo
Oo0oo
b) V=[[[dydzdaz.
Oooo
500 900
) V=[[[dzdxdy+ [ [ [dzdzdy.
0oo0ad 5 00

Solucién. De los limites de integracién, se deduce que T estd limitado
por el cilindro parabélico y = 9 — 22 y el plano z = 2 — x en el primer
octante. En la Fig. 5.2 se ilustra T

22-29-a?
Por lo tanto las expresiones para el volumenson V = [ [ [ dydzdz=
00 0
22—z 9—z? 522—g 9vV9—y2—=z
[ [ [ dydzdz=[[ [ dzdedy+[ [ [ dzdzdy. Con cualquie-
00 0 00 0 5 0 0

ra de estas integrales se obtiene V = %.

En los ejercicios siguientes, sea V' el volumen del sélido T" delimitado por el
cilindro parabdlico y = 4 — 22 y el cilindro en forma de cufia y = |x|. Sean Quy,

Qy, Qa2, las proyecciones de T" sobre los planos xy, yz, xz respectivamente.

4. Completa los espacios en blanco.
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Figura 5.2 Sélido con volumen f02 09_x2 02_95 dz dy de.

a) V:£f I:] dx dy.
by V=/[f (fdz) dx dy.

Qgy O

c) V= dzdy dzx.

d) V dz dx dy.

O—p B—no
O—np O—nq
O—p O—np

Solucién. Es conveniente tener una ilustraciéon como guia. En la Fig. 5.3
se muestra 7.

Figura 5.3 Interseccién entre y = 4 — 2 y y = |z

Las proyecciones de T se muestran desplazadas para claridad de la fi-
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Vi-y
gura. El volumen es V = ff 2VA—ydady = [[ [ dz|dzdy =

Qay 4—y
Vi—y 4y \/ﬁ
ff [ dzdydz= [ [ [ dzdxdy.
Za)e) — 1=y 0y 1y

5. Completa los espacios en blanco.

) V:éj [ ] dyde.
) V= ff (fdm)dydz
c) V=

drdzdy.

d) V= dxdydz.

D —p B—o ¢
O—pg D—nq §
O—pg O—no

Solucién. Con ayuda de la Fig. 5.3, tenemos que el volumen es V =

4 2 4-22 y
ff 2ydydz—ff (fda:) dydz= [ f fdxdzdy: [ [ [ dxdyd-.
Q. 0 1=y -y “20 Sy

6. Completa los espacios en blanco.

a) Vzgj:] dx dz.
D v =[f (f@) da dz.

0 OO 4 00
d) V= [ [[dydzdx+ [ [ [dydzdz.
(] 0o0oQg

Solucién. Con ayuda de la Fig. 5.3, tenemos que el volumen es V =

22 2 4—2%4-22
[ (4=22—|z|) dxdz:ff <f dy)dxdz: [ [ [ dydzdz =
Qa2 |z —222—-4 |z|
0 Vitzr 4—22 4 m 4—2z°
/[ dydzdx+ [ [ [ dydzda.
—4 _ Atz —=x 0 *\/ﬁ x

512

El volumen en los ejercicios 4 al 6 es V = 2.

7. Calcula el volumen de la regién D limitada por las superficies S; : z2 +

2
22 —y=3yS:y—2=0.
[Primer Examen Final “B” 2005-1 Problema 5]
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Solucién. Para una y fija, 22 + 22 = y + 3 es un cfrculo (en un plano
paralelo al xz) de drea 7r? y radio /y + 3. Un cilindro con este circulo
como base y altura dy tiene volumen 7(y + 3)dy. Los valores de y estdn
entre y = 2 (limitado por S2) y y = —3 (el minimo permisible para que
22 + 22 sea no negativo). El volumen es, integrando:

2
2 > 25
/W(y +3)dy = [yZ + 34 =5
-3 -3
También se puede integrar el elemento de volumen. Aqui conviene con-
vertir las coordenadas x, z en coordenadas polares. El radio estd entre 0 y
V2 + 3, el dngulo entre 0 y 27, v y = 22 + 22 — 3 = r? — 3. El volumen es:

275 2 V5
J [ [ dyrdrdd=2r [ (5—r*)rdr
0 0 r2_3 0
2 4 \/g
:27r[5%—%}0 :2—2571'.

. Calcula [ R (x2 + y2) dx dy siendo R la regién del primer cuadrante limi-
tada por las curvas 22 —y? =3, 22 —y? =6, 2y =1 y 2y = 8.

Sugerencia. Considera el cambio de variable u = 2% — 3%, v = zy.
[Tercer Examen Parcial “B” 2003-1 Problema 3]

Solucién. Se puede encontrar el Jacobiano de la transformacién sugerida
a través de

ou ou
Uu,v Fra 20 =2y
J ? = Qx 8y = = 2 2 2
((E,y) | v v | ' y T ‘ (CC +y )

de donde J (%) = L(#*+y?)~ " por lo que la integral [[,, (z* + y?) dz dy

se convierte en

1 /88 21
// (m2+y2)J(x’y>dudv:// dudv = —.
’ u,v 2 1J3 2

. Calcula el volumen del sélido limitado por las superficies de ecuaciones
Y+ 22=90+z2=4,yy—2x—3z=12.
[Tercer Examen Parcial “B” 2002-1 Problema 4]

Solucién. El sélido es un cilindro cortado por dos planos, y su proyeccion
sobre el plano yz es el circulo de radio 3 centrado en el origen. Para cada

punto del circulo, la altura x varia entre z = %y — %z —6yr=4—z2
Conviene que las coordenadas del circulo sean polares; el volumen es:

4—rcosf

i drrdrdf =

%r sen 97%rcos 6—6

(—%rseHQ 4 %rcos@ + 10) rdrdf

OHM O%w
O —uw

X

5 3 27
= (cosf —sen ) + 51"2]0 df = [ (5(cosf —senb) + 45) df = 90r.
0
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10. Utiliza integracién triple para resolver el siguiente problema. En una esfera

11.

12.

de 5 cm de radio y 2 kg de peso se hace una perforacién cilindrica y
simétrica con una broca de 6 cm de didmetro. ;Cudl es el peso de la pieza
después de la perforaciéon?

[Tercer Examen Parcial “A” 2003-2 Problema 6]

Solucién. Consideremos un sistema de coordenadas con origen en el cen-
tro de la esfera. Al realizar la perforacién, la parte que queda tiene un
volumen de f R ffz dz da, en donde R es un sector circular de radio interno
3 y radio externo 5, con centro en el origen (en el plano zy, digamos). Si
utilizamos coordenadas polares para R, tenemos que el elemento de area
es da = rdrdf, mientras que la altura sobre cada elemento de drea es

2z = /25 — 22 — y2, por lo que el volumen de la pieza perforada es:

e 1 9N 3/2 > 256m 3
V=2 V25 — r2rdrdf = 4n —5(25—7“) =20 emd.
0o Js

3 3

La densidad del material es p = ( 2 - = 3 kg cm™?, asf que el peso

T759) 2507
de la pieza perforada es pV = % = 1.024 kg.

Calcula el area de una hoja de la rosa de 4 pétalos que tiene por ecuaciéon
polar p = 3 cos 26.
[Tercer Examen Parcial “B” 2004-2 Problema 4]

Solucién. Es muy util ver cémo se recorre la curva, para poner los limites
correctos en las integrales. Podemos por ejemplo, tabular puntos variando
el angulo a intervalos de 45°. El orden en que se recorre la curva cuando 6
va de 0 a 2w, es AODOCOBOA, donde los puntos estan marcados en la
Fig. 5.4. Para el pétalo determinado por OAQO, 0 varia entre —45° y 45°.
El elemento diferencial de area en coordenadas polares es da = pdpdd,
por lo que el area es:

w/4 3cos 20 1 /4 /4
/da:/ / pdpd@zf/ p2;3“’52"d9:9/ cos? 20 df
S —m/4J0 2 —m/4 2 —7/4
9

71'/4 7T/4
_ 7/ cos40 + 1 dG:g 1 sen49+9 :gE:%.
2 ) n/a 2 212 4 /4 42 8

Calcula el drea de la porcién de superficie de ecuacién 2(8 — z) = 22 + y?
localizada por arriba del plano xy.
[Tercer Examen Parcial “B” 2002-1 Problema 5]

Solucién. La proyeccion de la superficie sobre zy, es el circulo de radio 4
con centro en (0,0). En cada punto del circulo, la altura z se obtiene de
la ecuacién de la superficie, que entonces se parametriza como r(u,v) =
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150°

180° ¥

210°

270°

Figura 5.4 Gréfica de p = 3 cos 26. Se calcula el area del pétalo sombreado.

2
(ucosv,usenv,S— “7) ,econd>u >0y 2m >wv >0, por lo que

i k
or Or J 9 9
— X —=| cosv senv  —u | = (u’cosv,u’senv,u),
ou Ov

—usenv wucosv 0

y da = ’% X %| dudv = uvu? + 1dudv. El 4rea de la superficie es:

o pd 27 3/2 _

1 4 17 1
//u\/u2+1dudv:§/ (u2+1)3/2’0dv:2777.
o Jo 0

3
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Capitulo 6

Teoremas Integrales

1. En cada uno de los siguientes incisos, transforma la integral de superficie
I (V x F) - 2idS en una integral de linea usando el teorema de Stokes, y
evalia la integral.

a)

b)

F(z,y,2) = y*i+xyj+x2k, donde S es el hemisferio z2 +y2+22 = 1,
z > 0, y i es la normal unitaria con un componente z no negativo.

F(z,y,2) = yi + zj + a:lA{, donde S es la porcion del paraboloide
2z =1—22—y? con z > 0, y i es la normal unitaria con un componente
z no negativo.

F(z,y,2) = (y — 2)i+ yzj — 22k, donde S consiste en las cinco caras
del cubo 0 <2 <2, 0<y <2 0<2z<2, que no estan en el plano
xy. La normal unitaria fi es la normal que apunta hacia afuera.

F(z,y,2) = z2i— yj + nyE, donde S consiste en las tres caras que
no estan en el plano xz del tetraedro limitado por los tres planos
coordenados y el plano 3z + y + 3z = 6. La normal unitaria fi es la
normal que apunta hacia afuera del tetraedro.

Solucion.

a)

S esta limitada por C: la circunferencia unitaria en zy centrada en
(0,0), que podemos parametrizar como r(f) = (cos,send), ya que
C' debe recorrerse en el sentido antihorario debido al sentido de la
normal de S. Sobre C, F = (sen?,senf cos,0), y dr = (—sen,
cos6,0)dd, asi que ¢, F - dr = fo% (—sen? 6 + sen 0 cos® 0)do = 0.
Con C igual al inciso anterior, y F = (sen,0,cosf) sobre C, la
integral de linea es: §, F - dr = — fo% sen?6df = —m.

S estd limitada por la cara que estd sobre el plano zy (tomada en el
sentido antihorario) en donde F = (y,0,0). S6lo contribuye la arista
que tiene y = 2. Entonces §,, F-dr = [, (2,0,0) - (dt,0,0) = —4.
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d) S estd limitada por la cara que estd sobre el plano zz, donde F =
(22,0,0). Las dos aristas con & = 0 o z = 0, no contribuyen, y la
otra arista es r(t) = (¢,0,2 — t) (debido al sentido que debe tener
la curva para la normal a la superficie) con 0 > ¢t > 2. Entonces
§,F-dr= [7(2t —1%,0,0) - (dt,0, —dt) = 3.

2. Dado el campo de velocidades F(z,y, z) = (32)i — (z2)] + (222)k, calcula
la circulacion total alrededor de la curva

C:{ 3z =a%+y°
z=1

[Primer Examen Final “B” 2005-1 Problema 6]

Solucién. Por el teorema de Stokes, hay que calcular [ ¢V x F, en donde
S es el circulo 22 4+ y? = 3 a una altura de z = 1. El rotacional es:

i j k
VxF=| 2 8% L 1= (2,3-2% -2).
3z —xz x2?

Si escogemos la normal al circulo apuntando en la direccién positiva del
eje z, el elemento de drea es da = (0,0, 1)da. La integral es entonces:

/S(v><F)-da:/s(x,g—L—l)-(0,0,1)da=/—da:—Asz—37r

S

ya que z = 1 sobre S, y el 4rea de S es 7(v/3)%. La circulacién (al recorrer
C' en sentido antihorario, por la orientacién que escogimos para S) es —3.

3. Utiliza el teorema de Gauss para calcular el flujo del campo F = 231 +
y3j + 2%k a través de la superficie 22 + y? + 22 = 9.

Solucién. La divergencia del campo es V- F = 3(22 +y2 + 22) = 3r2, asi
que por el teorema de Gauss, el flujo es igual a

3

drw 3 5
2916
3/r2dV:3/ /T2~r2drdQ:3-47r-T— = —m,
B o Jo 3 1o 5

en donde df2 es el elemento diferencial de dngulo sélido, y B es la bola
centrada en el origen, con radio R = 3.

4. Encuentra el valor de fc F - dr calculada a lo largo de la circunferencia de

radio 1 con centro en el origen, donde
2zy? 207y

Py .
\/17:ﬂ4y41 \/17x4y4‘]

[Tercer Examen Parcial “A” 2002-2 Problema 1]

F(‘T7y) =
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Solucién. Por el teorema de Stokes, ¢, F -dr = [V x F - da, en donde
S es el circulo de radio 1 con centro en el origen. El rotacional de F es

i j k
F, F,
VxF=| 2 2 2 —(0,0,3 y O )
r dy Oz ox dy
F, F, 0

ya que ni F ni Fy, dependen de z. Tenemos:

— 434
% V1 — 2tytday — (2x2y) P ’71_541/4 B (1 _ x4y4) 4oy + 4x5y5

ox 1— x4yt (1- x4y4)3/2
4zy

(1 iy

El valor de % es el mismo, por lo que Vx F =0= §,F-dr =0.

. Utiliza el teorema de Gauss para calcular el valor de la integral [[ F-n dS
v
donde F = zi + yj + 2k y v es la superficie de ecuacién vectorial

r(¢,0) = sen ¢ cos 61 + sen ¢ sen 8] + cos pk

con0<0<2ry0< ¢ <.
[Tercer Examen Parcial “A” 2002-2 Problema 6]

Solucién. La divergencia de F es V - F = 2. La superficie descrita es
la esfera de radio 1 con centro en el origen. Por el teorema de Gauss, la
integral que se pide es:

//F.ﬁdS:/V.FdV:/2dV:2/dV:2éﬂ—:8£.
/. B B B 3 3

en donde B es la bola de radio 1 con centro en el origen.

. Calcula el trabajo que realiza el campo de fuerzas F(z,y) = (23 + 2y)i +
(y? + 42)j al mover una particula a lo largo de la trayectoria cerrada
mostrada en la Fig. 6.1.

[Tercer Examen Parcial “A” 2002-1 Problema 2]

Solucién. El rotacional de F es V x F = (0,0,2), y por el teorema de
Stokes, la integral que se pide es [¢(0,0,2)-(0,0,-1)da = =2 [gda =
—2A » . El 4rea del tridngulo es A = 3u?, por lo que el trabajo es —6.

También se puede calcular directamente la integral de linea, lo que se
simplifica si encontramos la parte de F' que es un campo conservativo, ya
que fC F = 0, para cualquier curva cerrada C. Al integrar con respecto a
z la coordenada x de F y con respecto a y su coordenada gy, encontramos
que ¢ = 1z + 123 + 4dxy es tal que F(z,y) = V¢ + (—2y,0). Por tanto,
basta con encontrar 350 (—2y,0). Otra simplificacién es que el segmento
horizontal no contribuye (porque y = 0). Este cdlculo también da —6.
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Figura 6.1 Los vértices del tridngulo estan en (—1,0), (0,2) y (2,0).

. Por medio del teorema de Green, calcula el drea de la regiéon R del plano

xy limitada por las graficas de y = 3senz, y =senz y v = 7.

[Tercer Examen Parcial “B” 2004-2 Problema 3]

Solucién. Por el teorema de Green, el drea es A = %fo xdy —ydzx. La
curva puede ser parametrizada en tres trozos:

Ci:r(t)=(5,t) conte[l,3]
Ca :ra(t) = (t,3sent) con t € [F,0]
Cs :r3(t) = (t,sent) con t € [0, %]

por lo que el drea es la suma de tres integrales de linea:

3 $o (—y,2) - (dz, dy) = [fl (—t,%) - (0,dt)+
+fw/2 (—=3sent,t) - (dt, 3 costdt) + fﬂ/2 (—sent,t) - (dt,costdt)]

7T+f0 —3sent + 3tcost) dt—i-fﬂ/2
+f7r/2 2sent—2tcost)dt}

T+2[— cost]ﬂ/272fﬂ/2tcostdt}

T+2-2(%-1)] =2

—sent + tcost) dt}

N= = = N

En el ultimo renglén se utilizo la siguiente integracién por partes:

/2 w/2 T
/ tcostdt = tsent|g/2—/ sentdt = —+cost|7r/2 ——1.
0 0 2 2

. Utiliza el teorema de Gauss para calcular el flujo del campo
F =2v/22 + 92 + 22(xi 4 yj + zk)
que atraviesa la superficie de la esfera z2 + 3% 4 22 = 1.

[Tercer Examen Parcial “B” 2003-1 Problema 6]
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Solucién. El campo tiene una expresién maés sencilla en coordenadas
esféricas: F = 2rr = 2r%f, lo que facilita el calculo de su divergencia
al no tener componentes en 8y ¢: V-F = T%% (rQF,.) = T%% (2r4) = 8r.
Al aplicar el teorema de Gauss, tenemos que el flujo del campo es:

47 p1 4 7’4 1 4
/V'Fz/ / (87’)r2drdﬂ=8/ { } dQ =2 dQ) = 8.
v o Jo 0 4o 0

. Mediante el teorema de Green, calcula el valor de

f (=32%) dx + (6zy +y°) dy
C

segin la trayectoria que lleva de Py(0,0) a P1(2,1), de P1(2,1) a P»(2,4),
y de P2(2,4) a Py(0,0).
[Segundo Examen Parcial “B” 2000-3 Problema 5]

Solucién. El teorema de Green establece la identidad [[}, [— - —} dx dy =

fc Pdx + Qdy; en este caso, vemos de la Fig. 6.2 que conviene integrar
en el orden dy dx. La integral de linea se convierte en
2 2z 2 2
_ 9122 45 22 15 517
/0 /xmﬁydydm—/o 3y |m/2 / dx 4m = 30.

Figura 6.2 Regién definida por Py, P1 y P>
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6.1. Problemas propuestos

2z
1. Cambia el orden de integracién de la integral / / dy dx. Respuesta:
0

0
4 2
//dxdy.
0Jvy

2. Expresa el area de la regién limitada por las curvas = y?, = + 1 = 2y2

1 p2y%-1
como una integral doble. Respuesta: / / dx dy.
—1Jy2
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6.2. Integrales y Teoremas Integrales

INSTRUCCIONES. Para contestar este examen, se necesita Acrobat Reader
5 (o versiones posteriores). Antes de seleccionar las respuestas, se debe dar
click en “Inicio del Examen”. Al terminar, se debe dar click en “Final del
Examen”. Al dar click en el botén “Muestra”, se corrigen las respuestas del
examen.

Una v indica que la respuesta fue correcta; una X, indica una respuesta
incorrecta; en este caso (o si no se respondid), la respuesta correcta se marca

con @.

Inicio del Test Integrales y Teorema Integrales

1. De los siguientes campos vectoriales, selecciona el que es conservativo

~

F(z,y) = (=e")i+ (ze?)j

F(z,y) = (=e7¥)i + (ze¥)j
1 punto

~

Fa,y) = (e¥)i + (wev)j

F(a,y) = (e7¥)i + (ze7¥)j

2. F(z,y) = (2xy2) i+ (2x2y) f es un campo conservativo. El valor de fc F.dr
a lo largo de la circunferencia de radio 2 con centro en el origen es

0 27 —27 47
1 punto

3. El campo conservativo F que se obtiene a partir de la funcién potencial
f(r,0,2) =r*senf + rz° cos

dada en coordenadas cilindricas circulares, es

F(r, 0,z) = (2r sen 6 + 2> cos 9) ér + (r cos — rz> sen 0) éo + (3rz2) é,
rs r?z3 2 3 rzt
(r,0,2) = (3 sen 0 + —5 cos 0) ér+(—r" cos 0 + rz’ sen ) é@—k(T cos 0) é.

sl

2rsen 6 + 22 cos 9) ér + (r cosf — 23 sen 0) éo + (37’22 cos 0) é,

(r,0,2) = (
(r,0,2) = (21" sen @ + 2° cos 9) é, + (7"2 cosO — rz>sen 9) ég + (37"22 cos 9) é,
1 punto

e s[Ies]]

4. Una funcién potencial del campo conservativo

F(z,y,2) = (ny +22% — yz) i+ (x2 — ;Ez) J+ (6zz2 — a:y) k,

es
d(x,y, 2) = 2y + 222° + zyz + C d(x,y, 2) = a2y + 202° — xyz — 3
oz, y, 2) = ay — 2w2° —xyz + 3 d(z,y, 2) = 2y — 222° + xyz + C
1 punto

74



5. El trabajo que efectia el campo F(z,y,z) = (zy)i + (yz)j + (zz)k durante

r = 2cost
el desplazamiento de una particula a lo largo de la curva C': { y = 3sent
z=1

desde el punto A(0,3,1) hasta el punto B(2,0,1), por la trayectoria més
corta, se calcula mediante la expresion W =

/2 0
/ (9sentcost — 12 sen’t cos t)dt / (9sentcost — 12 sen’t cost) dt
0 /2
™ 27
/ (9sentcost 4+ 12sen’t cost) dt / (9sentcost + 12sen’t cost) dt
0 0
1 punto

6. El 4rea de la regién R del plano zy limitada por las gréaficas de x = 4 — 32
y & = y? — 4 se calcula mediante la expresién

2 y274 2 473,/2
A:/ / dz dy A:4// dz dy
-2 4,y2 0 0
2 pd—y? 2 pd—y?
A:/ / dy dx A:2/ dy dx
—2Jy2—4 0 Jy2—4

1 punto

7. El drea de la parte del cilindro representado por 7(u,v) = (3 cosu, 3senu, v)
comprendida entre los planos z = 0 y 2z = y + 6 se calcula mediante la
expresion

27 r6+4+3senu 27 r3senu+6
523/ / dvdu 523/ / du dv
0 0 0 0
2w p6+3senu 2w p6+3senu
5:9/ / dv du 5:9/ / du dv
0 0 0 0

1 punto

8. El volumen de la regiéon D limitada por las superficies z = 9 4+ 22 + 9% y
z = 13 se calcula mediante la expresién

21 p2 13 2 pd P13

Vz/ // rdzdrdf V:/ // rdzdrdf
0 Jo Jo4r2 0 Jo Jo4r2
27 2 9472 27 p4 9412

V:/ // rdzdrdf V:/ // rdzdrdf
o Jo Ji3 o Jo Ji3

1 punto
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9. El trabajo efectuado por el campo de fuerzas F(z,y) = (3y)i+(4z)j durante
el movimiento de una particula a lo largo de la curva C' que se muestra en
la figura, se calcula utilizando el teorema de Green, mediante la expresion

Yy
A
C
vee S
— y=a
0 "
1 pa? 1 rx
W:// dx dy W = dy dz
0Jx 0 Jx2

1 pa? 1 rzx
W:—// dzx dy W:—/ dy dx
0 Jx 0 Jaz?

1 punto

10. El area de la regién R, interior a la curva C7 : r = 2cosf y exterior a la
circunferencia C5 : 7 = 1, dadas en coordenadas polares, se calcula mediante
la expresion

7/6 p2cos /3 p2cos
A:2/ / rdrdf A:Z/ / rdrdf

0 1 0 1

/6 2 cos O 7/3 r2cos O
A:2/ / dr df A:2/ / dr df

0 1 0 1

1 punto

Final del Test

Calificacion:
Corrige Respuestas:
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