CONFERENCIA CLASE
METODOS DE INTEGRACION Y APLICACIONES

ING. PABLO GARCIA Y COLOME
30/ABRIL/2010

INTEGRACION POR PARTES
u=f(x) y v=g(x) ; d(uv)=udv+vdu
udv =d(uv)-vdu
Iudv:uv—_fvdu

_[x sen2x dx

u=xXx = du=dx ; dv=sen2xdx = v=
judv:uv—jvdu

_[xsean dX:_XCOSZX_J‘ _cost dx
2 2

XCOS2X

_[x sen2x dx = — +%j0052xdx

IX sen2x dx = — XCOSZX + Senzx +C

2 4

ﬂnxdx

dx
u=Ilnx = du=— : dv=dx = v=X
X

dx
jlnxdx=x|nx—J'x7

J'Inxdx:xlnx—_[ dx

. Imde=XMX—X+C

J'x2e3xdx
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u=x> = du=2xdx : dv=e*dx = v=

2 43X 3X

sze"’xdx =X g —je3 (2x)dx

2 3X
sze?’xdx _X°© —gjxe‘”dx
3
jxeSde
2 e3x
u=xXx = du=dx ; dv=e’dx = v= 3
3x 3X 3X 3x
jxeg’xdx:&—je—dx = Ixe?’xdx:)(e _° +C,
3 3 3 9
2 33X 3X 3X
_[xze“dx:xe _2[xe” e +C
3 3 3 9
2 33X 3x 3x
sze‘”dx:xe _2xe +2e e
9 27

Ix In(1+ %) dx

_[x In 1+ij dx:J‘xInX—Jr1 dx
X X

:Ix In(x+1)-Inx] dx

=len(x+1) dx—jxlnx dx

jxln(x+1)dx
dx 2

u:In(x+1):> du=——:dv=x dx:>V:X_
X+1 2
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NG 1, X2

X X X
=?|n(X +1)—Z+E—E|n(x+1)+c

2 2
_Z _1ln(x+1)—x—+§+C
2 4 2

lenxdx

2
u=Inx = dU:%; dv = X dx:>V:X7
X
2 2 2
:X—Inx—ljx dx =2 inx-2+cC
2 2 2 4

2 2
Ix In 1+i dx = 2 1In(x+1)—x—lnx+£+C
X 2 2 2

_[senxlntan xdx

sec’ X dx
dx =
tanx sen XCcos X

u=Intanx = du=

dv=sen X dx = v=-cCcosx
_[senx Intanx dx

dx
senx CcosX
= —COSX Intanx+_[cscx dx

= —COSX Intanx—j(—cosx)

— —COSX Intanx+|n(cscx—cotx)+ C
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X COS X
_[ . dx
sen’x
COS X
U=X=>du=dx: dv= 2 dx
sen°x
W = senx = dw = cos xdx
dw 1 1
= V= 3 2 2
wW 2w 2sen-x
X COSX X 1 1
L[ XS X gy X 22 _ax
sen’x 2sen-x sen“x
X 1 X CoOtX
= +=[csc? xdx = - —— +C
Zsen X 2 2s5en-x 2

DIFERENCIALES TRIGONOMETRICAS

jsen23xcos2 3xdx

j 1 1 osex|[ L+ Lcosex |dx =

2 2 2 2

_[ 1L cos6x - Lcosex - Lcos?6x |dx =
4 4 4 4

— —-Zc0s°6x |dx == |dx—=|cos’ 6xdx
I-geemonfon=gfaccy]

:_I ——I[ += colexjdx—

= %Idx—gj'dx—gjcosuxdx = %jdx—éjcosﬂxdx

X senl2x

jsen23xc0323xdx == +C
8 96
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cos® x
| ———=dXx

v senx
1

1
= 2 _=
= Icos4 Xsen 2xcos xdx = _[(1— senzx) sen 2xcosxdx =

- j(l— 2sen?x + sen“x) sen 2xcosxdx =

1 3 7
= _[sen 2xcosxdx—stenzxcosxdx+‘[senzxcosxdx

u=senx = du=cosxdx
1 5 9

1 3 7 2 2 2
> _ > 2 _U _2U u
ju du ZIu du+_[u du = 1 c + 3 +C
2 2 2
1 5 9
ICOS X :Zsenzx—ﬂsen2x+gsen2x+c
Jsenx )

.[;‘sec6 X dx

fsec6 X dx = _[(tan2 X +1)2 sec’x dx =
= I(tan4 X + 2tan® X +1)sec2 X dx

— _[(tan“ xsec? x + 2tan® xsec? x +sec? x) dx

u=tanx = du=sec?xdx
5 3

ju4du+2ju2du+_[du=u€+2%+u+c

_tan® x s 2tan’ x
S)

z tan®x 2tan®x 4
I;‘sec‘ixdx:{ T +tanx} =

+tanx+C

S ™
6
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tan" 2 2tan®Z - tan° X 2tan*’ -
— 4+ 4+tan—— 6— 6—tan—
5 3 4 5 3 6
1Y 1Y)
il 20—
aa s )
5 3 5 3 J3

28 1 2 1 28 56
15 453 9J3 3 15 453

j,;‘sec6 X dx ~1.1482
6

jtan3 4x dx

J‘tan3 Ax dx = jtanz Axtan4x dx = _[(secz 4X —1)tan4x dx
= jtan Axsec® 4x dx — jtan4x dx

Para la primera:
u=tan4x = du=4sec’4xdx

La segunda es directa:
Itan4x dx = %In\sec4x‘ +C,

tan® 4x

_[tan?’ 4x dx = + %In\sec4x‘ +C

La primera se puede resolver también como:
jtan4xsec2 4x dx = _[sec4xsec4xtan4x dx

v=secdx = dv=4secd4xtandx dx

1 u? sec?4x

Ejudu=——+C = jtan4xsec:24xdx: +C
4 42 @ 3
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sec? 4x

J'tan3 4x dx = + %In\sec4x\ +C

Icot6 X dx

Icot6 X dx = jcot“ xcot® x dx = J'cot4 x(c:ssc2 X —1) dx
j(cot4 xcsc’ x — cot* x) dx
= Icot4 Xxcsc® x dx — jc:ot4 x dx
= chot4 XCSC” X dx — jcotz x(c:sc2 X —1) dx
= jcot“ XCsC” X dx — I(c:ot2 X csc® X — cot? x) dx
= Icot“ X CSC® X dx—_[cot2 xCcsc” x dx + j(csc:z x—l) dx =
= Icot4 X CSC® X dx—jcot2 X CSC” X dx+jcsc2 X dx—_fdx

u=cotx = du=-csc’xdx
5 3

—ju4du+IUZdU—IdU—IdXZ—%-F%—U—X—I—Cl
cot’x cot’x
_|_

5

_[cotf’xdx=— —cotx—x+C,

jsec3 xtan® x dx

J'secs xtan® x dx = _[secz xtan®* xsec xtanx dx
= jsecz x(se(:2 X —1)2 sec xtanxdx
= _[secz x(sec:4 X —2sec® X +1)secxtanxdx

= jsec6 xsec xtanx dx — 2jsec4 xsecxtanx dx

+IS€C2 xsec xtanx dx
u=secx =— du=secxtanxdx

ING. PABLO GARCIA Y COLOME




u 2u® e

jquu—Zju4du+_fu2du = — +—+C
7 5 3
3 5 sec’x 2sec’x sec’®x
j'sec xtan’ x dx = — c + 3 +C

SUSTITUCION TRIGONOMETRICA
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[Vox?-16 dx

u’=9x* : u=3x : du=3dx
a‘=16 : a=4

= %j\/uz —a’ du

u
u’-a?
y
a
u=asecy

du =asecytany dy
Ju? —a’ = atany

2

= %jatanyasecytanydy:%jsecytanzydy
a’ 2y —1)d
?jsecy(sec y — ) y

a’ 5 a’
_?jsec ydy—?jsecy dy
La primera se resuelve por partesy:
jsec?’ydy:_[secyseczy dy
u=secy ; du=secytanydy
dv=sec’ydy ; v=tany
jsec3y dy =secytany —.[secytanzy dy
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ISGCS y dy =secytany —Isecy(sec2 y -1)dy
_[sec3 y dy =secytany —_[sec?’ y dy + jsecy dy
2_"sec3 y dy =secytany + jsecy dy
Isec?’ y dy = %secytany +%In\secy +tany|+C
Luego:

2

_a 1sec:ytany + 1In\sec:y +tany|
312 2

a2
—?In\secy +tany|+C

a’ a’
= secytany —Fln\secy +tany|+C

Se sustituyen las funciones trigonomeétricas y:

a’ E\/u2 —a’ a®, |u Ju*-a?

— In|— +C
6 a a 6 a a
_uu?-a’ _a2In u++u®-a’ L C
6 6 a
2 _ 2 N
_[ /—9)(2 16 dx = 3XV/9x° =16 _16In 3X+/9x° 16 LC
6 6 4
XVIX2—16 8, [3x++9x*-16
- 2 —gln 4 +C

J- x*dx

V1-4x°

u>=4x* = u=2x = du=2dx : a*=1 = a-=1
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2

j x*dx uzdu

1
V1-4x° j\/ U’ j\/

a

y

Ja® —u?

u=aseny = du=acosydy

u’ = azsenzy . Ja“—-u® =acosy

_[ u*du azsenzy acosydy

Ja? -2 acosy

a1 1
_ 2 _ _
_Ejsen y dy _?J.(E 20032yj dy

2 2

2 2
=a—jdy—i—6j0032y dy = i6y_§2 sen2y+C

a’ u a’
—angsen—-—2senycosy + C
a 32
a’ u a’
= —angsen—-—senycosy +C
a 16
2 2 [ A2 2
a—angseng—a Uyva —Uu +C
16 a 16 a a

a’ u uva-u?

= —angsen—— +C
16 a 16

2X  2xv1-4x?

1
= —angsen—— +C
16 1 16

Xv1— 4x?

=iangsen2x— +C
16 8
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I x?dx 1 Xv1— 4x?

= —angsen2x — +C
V1-4x? 8

J- dx

X\B4X? + 25

u>=64x> = u=8x = du=8dx : a’=25 = a=5
.[ (0 ) 1 du B du

xJ64x2 +25 8 Y J6ax? + 25 RN
8

J' du
uvu?® + a’

u=atany = du=asec’ydy ; +Ja’+u’=asecy

.[ du _j asec’y dy
Uvu? + a2 atany asecy
1
1csecydy 1;cosy 1
=— =—|—=-dy=—|cscyd
aI tany aJ. seny Y aI y &
cosy

= 1In\cs;cy -coty|+C
a
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[y 2 2
1In\cscy—coty\JrC Lppura a3 e
a a u u
2 J—
1 V64X’ +25-5/
) 8X
dx 1, |\V64x%+25-5
I =—In +C
x\64x% +25 5 8X

INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA
DEL ANGULO MEDIO

X
2
1
7 =tan>
2
senx = sen2 X :23en§cos§:2 Z 1 = 222
2 2 JZ2 #1472 +1 77 +1
X , X , X 1 7z 1-7°
COSX=CO0S2| - |=COS" ——-seN’ - =—————=—;
2 2 2 72241 z7+1 z°+1

2dz

z°+1

X
E:angtanz = X=2angtanz = dx=

J' 2 dx
SsenNnx+CcosX
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5 22dz

[ 2dx oy — +1
senx+ Cos X 27 +1— vaa
22 +1 7°+1

dz dz
:4I22 +1- 2% :4-..—(22 —22—1)
B dz
4I @:—2z+1 11) 412_(2_32
uzz(z—l) - u=2z-1

— du=dz : a’=2 = a=+2

d d
4‘[ 2— (Zz—l)2 ) 4j a’ —uu2 -

1 a+u
4 In +C = +C
2a |a-u \/_ \/_ z+j
\/5—1+tan§
[ 29X _ [2in AN
Senx + Cos X V2 +1-tan”®
2

DESCOMPOSICION EN FRACCIONES RACIONALES

) (ax+b)" ; n2x1

A LA A
ax+b (ax+b)2 (ax+b)n
A ; 1=12,...,neR

i) (ax2+bx+c:)n . n=21 y b°-4ac<0
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AX+ B N A X+ B, . A X+B_
ax’ +bx+c (ax2 + bx+c:)2 (ax2 +bx+c)n
Ay B ; i=12,..neR

IZX6 dx
X —-3x-10

x*—3x—-10=(x+2)(x-5)

X—6 A A2
X? —3X — 10 x+2 X—5

x—6  A(x-5)+A,(x+2)
x*-3x-10  (x+2)(x-5)

X-=6  AX-5A+AX+2A,
x*-3x-10  (x+2)(x-5)
X—6=AX-5A +AX+2A
1=A+A, . A+A =1
—6=-5A +2A 5A +2A, = -
A=1-A, ; -5(1-A)+2A,=-
= —-5+5A, +2A, =~

—

1 1 8
A =-1 = =—= =1-|-—=| = = —
A A=-2 i A ( 7] A=
8 1
X—6 7
dx
jx2—3x 10 I -[
I 3x ¢ jx+2_?
u:x+2 — du dx : v=Xx-5 = dv=dx

I -—|— —I nju \+C——In\x+2\+C
X+2 7
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Jlpox 1 ﬂ=—£InM+C2=—£In‘x—5‘+C2
77 X=5 77 v 7 7

_[ . X-6 dx=§ln\x+2\—lln\x—5\+c=}In
X —3x-10 4 4 I

(x+2)8
X—5

+C

dx

jX3_2X2+X_1
x* -1

x3—2x2+x—1:x3—2x2+x—1: X2 —2x% +x-1
x* -1 (xz—l)(x2+1) (x—l)(x+1)(x2+1)
X>-2x*+x-1 A B Cx+D
= + +
x* -1 x—-1 X+1 x*+1
x> —2x% +x—-1=
A(x+1)(x* +1)+B(x -1)(x* +1) + (Cx+D)(x* -1)
X —2x% +x—1=
A(x3+x+x2+1)+B(x3+x—x2—1)+Cx3—Cx+Dx2—D
X2 —2x* +x—1=
A + AX+AX° + A+Bx® +Bx—Bx* —B+Cx*—Cx+Dx*-D

[1=A+B+C ([A+B+C=1
—2=A-B+D A-B+D=-2
l1=A+B-C ~ | A+B-C=1 = C=A+B-1
|-1=A-B-D |A-B-D=-1 = D=A-B+1

A+B+A+B-1=1
A-B+A-B+1=-2

-

2A+2B=2 4

= = 4A=-1 =

2A—-2B=-3 §
4
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C=—£+§—1 = C=0 ; D:-E—E+1 = D:—l
4 4 4 4 2

1 5 Ox+( j
IX_ZZ(JFX Lax —j 4dx+ +I

3 _
IX 22( + X 1dX:__|n‘x_1~_|_§|n‘x_|_]~—iangtanX‘FC
x* -1 4 4 2
3 9y2 _ x+1)°
J‘X 21( + X 1dxzi|nu_1angtanx+c
X" -1 4 Xx-1 2
j2;(+1 dx
X -8
2x +1 2x+1

x° -8 _(x—2)(x2+2x+4)

A Bx + C
+

X—2 X°+2x+4
2X +1= A(x2+2x+4)+(Bx+C)(x—2)

2X +1= AX? +2AX+4A + Bx? -2Bx+ Cx-2C

O = A+ 8B
2 =2A -2B + C
1=4A - 2C
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2=4A+C
B=-A=

1=4A-2C
c-1
3
2 =4A+C
N S i3 A=
—1=—4A+2C 12
Bo_>
12
S o1
2242 ax = [L12 dx+ [12 3 gy
X -8 X—2 X +2X+4
_ SI dx B 1J‘ 5x -4 dx
127 x - 2 1279 x* +2x+4
[ = Zinjx -2+ ¢,
12

-2 12

u=x*+2x+4 = du=(2x+2)dx=2(x+1)dx

J- 25x—4 dXZ_[SX2+5_5_4 dx
X“+2Xx+4 X +2x+4
_5]‘ X+1 —9J
X2 +2X+4 X2 +2X+4
5[ — XL gx-2 OI—U:—In\uHC2
X“+2X+4 27 U 2

=Eln‘x2+2x+4‘+c2
2

d x d x
| = dx = [—
X +2X+ 4 X +2xXx+1-1+4

_J(x+1) +3
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a’=3;a=+3
u =(x+1)2 ;u=Xx+1; du=dx
dx
_9 - _ _9
J.x +2X+4 -[ x+1 +3 J-u +a’
1 u 9 X+1
=-9.—angtan—+C, =-—=angtan——+C
a g 2 3 NG g NG 3
J‘2X+l dx
x° -8
) ) 3 X+1
= —In|x - 2| - =—In|x* + 2Xx + 4|+
12 x-2 24 ‘ ‘ 4+/3 J3
C=C,+C,+C,
SUSTITUCIONES DIVERSAS
Rree
26—x = x=2z° = dx=6z"dz
6z°dz z°dz z°dz
_6 —
-[ J- JAz +2° -[z+1

=27°-32° +62- 6In‘z+:q+C

= 2/x - 3\/_+6\/_—|n(\/_+1)

Roer

dx
J.\/S’)fxJm/(?)—x)?’
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2°=3-Xx => 3-x=7°
— —dx 2zdz = dx=-2zdz
~2zdz zdz

mh/s x) f F e

=-2 =-2anqgtanz+C
-[22+1 J

dx
'[\/fo+\/(3—x)3

=-2angtany3-x+C

i) I\/X2+9dx

X
VXP+9=u = x*°+9=u?
— 2xdx=2udu = xdx=udu

I\/X2+9dx=_[\/x +9 wdx —J.

——udu=|——du
X X’ u — u° -9
u
qu— du= (l+u2_9jdu:fdu+_[u2_ du
_[29 du
u° -9

vi=Uu’ = v=u = dv=du
a’=9 = a=3
9.[ dv.: =9 [|v-a

vi-a’ 2a |v+a
3

+C,=—=In
2

N +C

1

_ 2 IN
- 2(3)
2
jzu du=u+§ln
u -9

u-—3
u+3

u-3
u+3
u-3
u+3

+C

1

+C
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2+9-3

X
VX +9+3

+C

J'l-i-X
1+\/—
\& Uu = Xx=uU’= dx=2udu
1+ X 1+ u? 2u® +2u
2 du = du
I1+\/— I I u+1
IZu +2udu= (ZU —2u+4—ijdu
u+1l ’ u+1l
2 * dU
=2_[u du-2 udu+4jdu—4_[—

J- 2u° +2u 2u°

u+1l

du—?—u +4u-4inju+1+C

j“x foj_— +a4x - 4In‘\/— Jhc

1+\/_

J'dX
Jer -1

X
Jer—-l=u = e"-1=u* = e‘=u’+1

= x:ln(u2

2udu

j’ ju+1

U:l

2udu
u®+1

+1) = dx=

2_[ —2angtanu+C
u® +1

=2angtanve”-1+C

J

VX2 +1
v dx
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VX2 +1l=u = x*+1=u’

— x*’=u*°-1 = xdx=udu

x?+1 NG +1 u u® du
j X _[ xdx = udu:J‘(uz_l)2

Am

u=secy = du=secytanydy
Ju®-l=tany = (uz—l)zztan“y

I u’ du _J-seczysecytany dy

(u2 _1)2 tan’y
1
_rsec’ydy (cos’y
_-[ tan’y -[senyd
cos’y

sen’
v=cscy = dv=-cscycotydy

dw=csc’ydy = w=-coty
jcsc3 ydy = -cscycoty —Icscycot2 y dy

jcsc?’ ydy = —-cscycoty —‘[Cscy(csc2 y—1)dy
j’(:sc:3 ydy = —Cscycoty—jcsc?’ y dy +_[c:scy dy
2_[0303 ydy =—cscycoty + jcscy dy

2_"csc3 ydy =-cscycoty +In|cscy + coty|+ C,
jcsc3 ydy :—%Cscycoty +%In\cscy+ coty|+C
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u’du 1 u 1 1 u 1
_[ > =—— +—In + +C
(uz—l) 2 Ju?—1Jut-1 2 u> -1 Ju’-1
2
J. u du2 :_++£| u—+1+C
(u? 1) 2(u*-1) 2 |Jur-1
2 2 2
j X3+1dx:— X :1+£In X +1+ e
X 2X 2 X
AREA BAJO LA CURVA
y
A f
/
/ Azj':f(x)dx

a

Calcular el valor del area limitada por la grafica de la

funcion

f(x) = senx,

el eje de las abscisasylasrectas x=0 y x= gﬂ'
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i y =senx

J%,

“—x=0 X=37ﬂ/<

3
A:_[O senxdx—'[ 2 senxdx
3z
. 3z
A:[—cosx]0 —[—cosx];
37
=—COSx7+C0s0 - —COS7+COS7Z'

37
A= —cosz+cosO+cosT—cosz

=—(-)+1-0-(-1)=3
A=3U’

AREA ENTRE CURVAS
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)

-

A= ["[f(x)-g(x)]dx

Calcular el valor del area de la region limitada por las

curvas.

y=-x*+4 y 1.5x+y=1.5
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y=f(x)=—x*+4 y  15x+y=15

= y=9g(x)=1.5-1.5x
A= ](-x*+4)-(1.5-15x) | dx

ff[(—x2 +4)-(L5 —1.5x)} dx

2.5

+ 2.5x}
1

A= [ (2'5)3 + 1'5(;5)2 + 2.5(2.5)}

A= j_f(-x2 +1.5x+2.5) dx = {— ’;3 1.5

3
[ (_:;L) + 1'5(2_1) + 2.5(1)}

A= -5.2083+4.687/5+6.25-0.3333-0.75+2.5
A~ 7.1459 u?

Calcular el area limitada, en el primer cuadrante, por las
graficas de las curvas:

y=x" ; y=
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A, =f[2x/§ x; —%zjdx: 42 x* X

3 24
L 14
_(128 641 322 8 . A ~8.915U°
3 3 3 3
A =A+A+A, . . A =16332U°

AREA EN COORDENADAS POLARES

_ip 2o =1 ("
A_zL[f(@)] dH—ZLr do

Calcular el area limitada por las curvas:
r=4send y r=2send
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T r=2send
(IRl r =4sené
f ! N
T ‘ 0

3z
2

A= l_[”16sen20 dé —Er4sen29 dé = 6_[” sen‘6ddo
2 0 2 0 0

A=6[" 1 1os20|dg=6|2 3820 _g[Z|_3,
ol2 2 2 2 |, L2

A =37 U?

LONGITUD DE ARCO
L= _[:\/1+ :f'(x)}2 dx

g | dXx ? dx ?
L= — | +|—| déb
Iy ()

Verificar que la longitud de una circunferencia de radio r
es 2xr:
a) Con la expresion que define la longitud de arco

cuando la funcidn esta expresada en su forma explicita,
es decir, y =f(x)
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b) Mediante la expresion que define la longitud de

arco cuando la funcidn esta dada por sus ecuaciones

paramétricas.

x
+
<
Il

;
N

y = /rz_xz — dy: —X

d x (2 _ x2
b dy \’ X i
_ y _a(" ~
J‘a\/l+(J dx = L4j0\/1+£mj dx
\/ dx_4j\/ - X2+ X dx

Iﬁdx 4r_[m

L = 4r[angsen£}
r (0]

L = 4r| (angsen1)-(angsen0) | = 4r(§j

L =2xr

Ecuaciones parameétricas de la curva:
X=rcosfé y y-=rsend

X=rcosféd = %: —rsend
dé

y =rsenfd = d_y: rcoséd
do
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SHEEEE

= L= 4_[0%\/(—rsen0)2 + (rcos@)zde = 4jogr dé

= 4r[9]?: 27t

Un cable eléctrico cuelga de dos torres separadas una
distancia de 80 m y como se observa en la figura, la

forma que adopta el cable es la de |la catenaria de
ecuacion:

y =60 cosh—
60

Calcular la longitud de arco de esta catenaria entre las
dos torres en las que se apoya.

En un sistema coordenado

60
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X x 14 2 2 2 2
=60{e60—e60} :60[e3—e3J=60[e3—e3)
0

2
=60| e® —iz ~60(1.9477-0.5134) ~ 86.058 m
es
Por lo tanto, la longitud del cable es de

L =~ 86.058 m

LONGITUD DE ARCO EN COORDENADAS POLARES

L= ["[HO)T +[F(o)] do=]’ \/rz +(3_;j2 do
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Calcular la longitud de arco de la grafica de la funcion
r=4cosé

de 6=-2 a 9==
2 2

x
2

5] Wr:4cos¢9

3z
2
r=4cosf = r°=4rcosfd = X +y°=4x

= X —4x+4-4+y°=0 = (x—2)2+y2:4

2 T
L:jﬂ\/r2 +(%) d@zj%,\/160052<9+165en29 do
2

=[24do=4[6]°, =4z
2 2
L=4ru
VOLUMEN DE SOLIDO DE REVOLUCION

METODO DE DSCOS CILINDRICOS
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y

N

SO

Sl

a=X, X X2
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Calcular el volumen del cono truncado que se genera al
hacer girar, alrededor del eje de las abscisas, a la
superficie limitada por las rectas:

y=5-x ; y=0 ; x=0 ; x=3
Hacer un trazo aproximado de la superficie de giro, asi
como del cono truncado cuyo volumen se pide

y y

cono
truncado
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El volumen deI Cono trucado es igual a:

V = ﬂj dx 7Z'j 5 x dx z_[ (25 10x+x)dx
3 3
— 7 25x—5x2+x— =ﬂ(75—45+27j=877z
2 |, 2 ) 2
V ~136.66 u®

METODO DE LAS CORTEZAS CILINDRICAS

Este método se basa en utilizar anillos cilindricos de poco
grosor llamados cortezas y que se ilustra en la siguiente
figura:

El volumen de una corteza cilindrica de radio exterior , ,

radio interior r y altura n esta dado por:
V =volumen del cilindro exterior

menos volumen del del hueco
V :7rr22h—7rr12h

gue también se puede escribir como:
V=r(t? - 2)h=r(t,+1)(r, ~1)h= Zﬂ[rz;rrljh(rz—rl)
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En el primer paréntesis de la expresion obtenida se tiene
el radio medio de la corteza, denotado con r en la
figura, es decir, que

F_hth

2
Y en el segundo paréntesis de dicha expresion se tiene el
grosor de la corteza, denotado en la figura con Ar y que
equivale a:

Ar=r,—r,
Luego entonces, tomando en consideracion esto, el
volumen de la corteza cilindrica se puede escribir como:
V =27zrhAr
Por lo que.
= 2z (radio medio)(altura)(grosor)

corteza

Sea f una funcion continua y no negativa en el intervalo
cerrado [a,b], donde O<a<b .Ysea R la region

acotada por la grafica de la funcion, el eje de las
abscisas y las rectas de ecuaciones
X=a y x=b , tal como se muestra en la figura

siguiente:

Si se gira la region R alrededor del eje "y" se forma el
solido de revolucion mostrado en la figura:
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NoOtese que si a>0 , entonces el sdlido de revolucion
tiene un agujero cilindrico de radio "a"
Se construye ahora una particion del intervalo [a, b] y se

considera el rectangulo de base [xn_l,xn] y altura f(w,) ,
donde w, es el punto medio del subintervalo [x,,,x, | .

Cuando este rectangulo gira alrededor del eje "y" ,

entonces se obtiene una corteza cilindrica con radio
medio w, , altura f(w,)y espesor Ax, =X, —X,,

El volumen de esta corteza cilindrica es.

V, = 27w, f(w,)Ax,
Si se suman todos los volumenes de los subintervalos de la
partiticon se llega a:

V=~ 2w f(w,)AX,
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gue es una suma que proporciona un valor aproximado
al volumen del sélido de revolucion en cuestion. Una
figura  aproximada para ilustrar el volumen
correspondiente a esta sumatoria se muestra a
continuacion, considerando solamente una particidon con
pocos subintervalos.

a

Es evidente que mientras menor sea la norma |s| de la

particion, mayor sera la aproximacion de la sumatoria
con el volumen del sdélido de revolucion, objeto del
problema en estudio.

De acuerdo con lo ya estudiado del limite de una
sumatoria, es posible establecer la siguiente definicion:

DEFINICION. Sea f una funcién continua y valuada
positvamente en el intervalo |[ab]| para el que se

cumple que O0O<a<b . Entonces, el volumen V del
solido de revolucion que se genera al girar alrededor del
eje "y" ,laregion limitada por la grafica de f , el eje de
las abscisasy lasrectas x=a y x=Db, esigual a:

= lim > 2zw, f(w,)Ax, :_[:Zyzxf(x)dx

|A—>O
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Como se observa, el volumen se obtiene con una integral
definida.

A manera de resumen, considerando Ilas dos
posibilidades de ejes de revolucion, los ejes "x" vy
se tiene que:

Se considera una misma region y

) Si el eje de revolucion es el eje vertical , entonces,

Y

!
. i s
eje de ;
revolucion i
1
|
|
I a AX

iy Si el eje de revolucion es el eje horizontal, entonces,

LAy
d| v =2z p(y)a(y)dy
o .
c p(Y)

eje de revolucion
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Calcular el volumen que se genera al girar, alrededor
3

. X
de la recta x=2, la region limitada por la curva y :Z+1

y las rectas x=2 y y=1 Graficar la region dada y el
volumen requerido.

y eje de giro
A X3 :
y:—-|—1 1
3T 4 , = x=2

Método de cortezas cilindricas:
b
V = Zyzja p(x)a(x)dx

p(X)=2-x y Q(X)=(st+1j‘lzxjs

3

2 X
V:ZEIO(Z—X)de
3 3 4 4 5
I(Z—x)x—dx=j X X lgx=2_X ic

4 2 4 8 20

4 5 ]2 _
V =2rx * X =2 E—g =27 160128

8 20 0 8 20 80

v =27
5

La grafica de este volumen es:
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y eje de giro

A |

— <

1
|
2

Se construye un deposito de combustible cuya forma se
obtiene al hacer girar alrededor del eje de las abscisas, el
segmento de la parabola

XZ

y:Z—E , —4<x<4
¢ Cudl es su volumen? (magnitudes "x" y "y" en

metros). Utilizar para el calculo los dos métodos, el de las
cortezas cilindricas y el de los discos
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\ 4

8 m
Método de las cortezas

7
-«
>
<

> 4

X =24-2y
La expresion a utilizar es:

d
V=2z[ p(y)a(y)dy

a(y)=2x=4y4-2y ; p(y)=y
Luego,
vzzzjozy(4 4-2y)dy = V =8z[ yJ4-2y dy
Se la integral indefinida vy,
J‘y\/4—2ydy , u=4-2y

= du=-2dy ; y=4;u
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2 2 3 5
——% 4%—% C=——Uu?+—Uu*+C=
2 2

_ 87{%(4)2 _%(4)2}

V =8rx E—g V ~53.62 m®
3 10
Método de los discos
Y
2 AX
B

/,¢
<

I

N

|

o | >,

2\? 2 4 3 5
I 2 X dx:_[ 4-2 X Jax=ax-2 4+ 2 _Lc
8 2 64 6 320
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=2r|16 - o4 + 1024 .. V=53.62m°
6 320

LONGITUD DE ARCO Y AREA BAJO LA CURVA

En la ciudad de San Luis Missouri, EUA, se construyd un
arco que posee la forma de una catenaria invertida. En el
centro tiene 192 m de altura y de extremo a extremo en

la base hay una longitud de 192.28 m. La forma del arco
obedece, en forma aproximada, a la curva de ecuacion:

y =231-39cosh al
39

Determinar la longitud total del arco, asi como el area
total bajo el arco.

y = 23139 cosh[ij
39

7

(-96.14,0) (96.14,0)
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Longitud del arco:

96.14 d 2
L=2[ """ 1+ Y1 dx
0 d x

y =231-39cosh R d—y:—senh =z
39 d 39
2
— d_y - Senh2 L
dx 39

06.14 « « 96.14
f cosh| — |dx =2| 39senh| — .. L=45552m
0 39 39

0

Area bajo la curva:
96.14
A=2 J'O f(x)dx
de donde

96.14 X
A=2_[ 231-39cosh| — | |dx =
0 39

96.14
_ 2| 231x - 39%senh| >
39

0

=2(22,208.34-8,882.63) . A=26,651.42m’

AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION

Y ot
ds
1r(x)
s £\> .
a dx b
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Curva | Eje de revolucion Eje de revolucion

IIX||

y
) A2 T x| AS) =26 e ] o
o A<S>=2ﬂff y 1+[g'(y>]2 ay | A®)-25[al) o] o

EJEMPLO. Calcular de dos maneras el area de la
superficie que se genera al hacer girar la grafica de la
funciéon y =f(x)=x°, en el intervalo | 0,1}, alrededor del eje
de las abscisas. Hacer un trazo aproximado de la grafica
de la curva y de la superficie que se genera.

A 3

11 Y

Primera forma:

= sz:f(x)\/1+ [f'(x)]2 dx
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f(x):x3 = f'(x)=3x2
= A(S)=27r_[;x3\/1+9x4 dx

u=1+9x* = du=36x°dx

3
3

j.\/_ 17; 222 +C=%(1+9x4)2+c

A(S) :E{(H 9x4)§I = A(S) :%[102 —1j

. A(S)=3563U°

Segunda forma:

_[ y \/9y +1dy——J. y3\/9y +1dy

3y?
u= 9y +1 = du= 12y3dy
3 3
2 4 2
312j\/_ =7 : +C=%[9y3+1] +C

i -
4 3
A(S)z% £9y3+1j = A(s)=%(102—1]

L -0

N |
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A(s) =3.563 u®

Calcular, de dos formas, el area de la superficie
generada al girar la curva, grafica de la funcion

y:f(x):xz, en el intervalo X€|:O,\/§], alrededor del eje

de las ordenadas. Hacer un trazo aproximado de la
curva, asi como de la superficie que se genera.

y

A

|+

Primera forma: Es mediante la expre5|on
_[ 27Z'X\/1—I- ® dx

f(x):x2 = f(x)=2x ; :Zﬂjo Xv1+ 4x? dx

u=1+4x> = du=8xdx
3

NI TR AR e
—.[ u——T+ —6(+ x)+
T zzﬁ T 137
A(S):g(l+4x) = A(S)=5(27-1) = A(§)==
0

A(S)=13.614 U2

Segunda forma:

~2x[ g(y)y+[a'(y)]
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, 1
ay)=Jy = g (y)=ﬁ
2 1
:Zﬂj‘o\/y 1+E dy
1/4y+1
= 2 -
any 2y dy ﬂJ‘\/4y+1dy

u=4y+1 = du—4dy

—j\/_ du—£2u2 C= (4y+1)2 +C

A(S { (4y +1)2 } Z(27-1)

=13.614 U’
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