UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE INGENIERIA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS
COORDINACION DE CIENCIAS APLICADAS
DEPARTAMENTO DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

SEGUNDO EXAMEN FINAL '
Resoluciones
SEMESTRE 2012 - 1 TIPO 1
DURACION MAXIMA 2.5 HORAS VIERNES, 9 DE DICIEMBRE DE 2011
NOMBRE
Apellido Paterno Apellido Materno Nombre (s) Firma

Problema 1
La siguiente muestra son las mediciones del didmetro de 36 cabezas de remache en centésimos de una pulgada.

6.62 6.66 6.7 6.72 6.75 6.76 6.78 6.82

6.62 6.66 6.7 6.72 6.76 6.76 6.78

6.64 6.67 6.7 6.72 6.76 6.76 6.79

6.66 6.68 6.72 6.73 6.76 6.77 6.8

6.66 6.7 6.72 6.74 6.76 6.78 6.81

a)  Construir la tabla de distribucién de frecuencias completa, comenzar en 6.62 y utilizar seis clases.
b)  Calcular la media y la desviacion estandar de la muestra aleatoria.

¢)  Construir el histograma de frecuencias relativas para la muestra aleatoria.

10 Puntos

Resolucion

a)  Latabla de distribucidn de frecuencias completa esta dada por

No. Clase Limites Aparentes Limites Reales Marcas de Clase Frec. Abs. Frec. Rel. Frec. A. Abs. Frec. A. Rel.
L Ls F; F; Xj f £ F; Fi*
1 6.62 6.65 6.615 6.655 6.635 3 0.083 3 0.083
2 6.66 6.69 6.655 6.695 6.675 6 0.167 9 0.250
3 6.70 6.73 6.695 6.735 6.715 ' 10 0.278 19 0.528
4 6.74 6.77 6.735 '6.775 6.755 10 0.278 29 0.806
5 6.78 6.81 6.775 6.815 6.795 6 0.167 35 0.972
6 6.82 6.85 6.815 6.855 6.835 1 0.028 36 1.000

b) Lamedia para datos agrupados esta definida por
6 6

X= i;xifr} = erf;

=1
sustituyendo
x N 6729

La desviacion estandar esta definida por la raiz de la variancia, entonces

&
1 1
Sﬁ_l = ;;_'_—EZ(X; - %)%
=1

SZ_, =0.003
la raiz es
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‘ &
! 1
Sp-1= vf-‘}'ﬁ'-i = .'mz(xs—ﬂzfg
=

al sustituir

S,.—y =10.003 ®0.051

¢)  Elhistograma de frecuencias relativas para la muestra aleatoria, con base en la tabla de a)

- ™
Histograma de Frecuencias Relativas
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6.635 6.675 6.715 6.755 6.795 6.835
Marcas de Clase x;

Problema 2
Una compaiiia aseguradora de automoéviles clasifica a los automovilistas en tres formas: 4 (riesgo bajo), B (riesgo medio)
y C (riesgo alto). En la primera se ubican el 20% de los automovilistas asegurados, el 65% en la segunda y el
complemento en la tercera. También se sabe que 1, 2, 3 de cada 100 asegurados, respectivamente, llegan a tener
accidentes en un periodo de un afio.
a)  Después de comprar una péliza con esa aseguradora, un automovilista tiene un accidente dentro del periodo del afio
de vigencia de la pdliza, jcual es la probabilidad de que el automovilista esté clasificado como de riesgo medio?
b)  Si al cumplir un afio un automovilista con pdliza de esa aseguradora no tiene ninguin accidente, ;qué probabilidad
hay de que esté clasificado como un conductor de riesgo bajo o medio?
15 Puntos
Resolucion
a)  Sean los eventos
A: Automovilista de riesgo bajo.
B: Automovilista de riesgo medio.
C: Automovilista de riesgo alto.
D: Accidente que puede sufrir un automovilista.
Del enunciado se tiene

P(4) = 02 P(B)=065 P(C)=015 PDID=- POIB=2 POIC)=1-
se pide calcular P(B|D) que es el Teorema de Bayes, entonces
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P(BND) _ P(B)P(D|B)

P(DYy — PAP(DIA) + P(B)P(DIZB) + p(c)p(D|C)

= (065) (Too) _ 00130
(02) (155) + 065) (755) + 015) (ro5) 0195

P(B|D) =

™ 0.6667

b)  Se quiere calcular P(AU B|D) que es Teorema de Bayes, sustituyendo
P(AUBND) PANnDUBND) PANDY+P(BND)

PUVED) =—5— =@y = 1-r)
B P(A)P(D|A) + P(B)P(D|B)
1 - [P(A)P(DIA) + P(B)P(DIB) + P(CIP(DIC)]
_ {(0.2) (%) + (U‘.GSJ (%) _ 0.8350 % 08516
1-[(02) (155) + ©65) (155 + 015) (ro5)] 09895
Problema 3

Considérese una variable aleatoria X continua, cuya funcién de densidad esta dada por

fo(x)= kcos2x ; O<x<%

0 ; enotrocaso

a)  Calcular el valor de & para que la funcion sea valida.

b)  Obtener la funcidon acumulativa.

¢)  Determinar el valor de la mediana.

15 Puntos

Resolucion

a)  Paradeterminar el valor de k que hace que la funcién sea de densidad, deberd cumplir con las propiedades

I2 felddx =1
al sustituir la funcion se tiene

g
4

j’ kcos2x dx =1
0

integrando
I

k(s
—f cosu du=1
2J
T

J‘E 4 2
, cosu u—k

[sen(2x)] l%: = sen (2 e)) —sen(0) = %

1 0—2
Tk

portanto k = 2
sustituyendo en la funcién queda dada por

2cos(2x) ; O<x <%

fx(x)=.

0 ; enotrocaso
en el intervalo fy(x) es mayor a cero con el valor obtenido, entonces es funcion de densidad valida.
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ol X

b)  Sepide detgrminar la funcién de distribucion acumulada, de la definicion se sabe que
Fy(x) = [ fx(Dat
sustituyendo en el caso dado

Fy(x) = f chos(Et)dt

a

Fy(x) = f 2cos(2t)dt
0

Fy(x) = (sen(2t))|, = sen(2x) en 0<x <

por tanto la funcién acumulativa es

I
4
)] : x<Q
T
4
L T

! T4

() = sen(2x) ; 0<x <

¢) Lamediana es el valor de la abscisa que divide en dos partes a la funcion de densidad, entonces

P(X <%) = P(X < %) = % = f fe(Dat

integrando e igualando, o bien, sustituyendo en la funcién acumulativa

1 * .1
== f 2cos(2t)dt = sen(2t)|3 = =
2= 1, 2

N 1
sen(2%) = 5

1 (71)
X =gangsen|s

k4

L quees la medida de tendencia central a calcular.

entonces X =

Problema 4

La resistencia a la compresion de una serie de muestras puede modelarse mediante una distribucion normal con media de
6000 kilogramos por centimetro cuadrado y una desviacion estandar de 100 kilogramos por centimetro cuadrado.

a)  ;Cual es la probabilidad de que la resistencia de una muestra sea menor que 6250 kg/cm??

b)  ;Cuadl es la probabilidad de que la resistencia de una muestra se encuentre entre 5800 y 5900 kg/cm>?

¢)  (Cual es el valor de resistencia que excede el 95 % de las muestras?

15 Puntos

Resoluciéon

Sea X la variable aleatoria que representa la resistencia a la compresién de una muestra, en kilogramos por centimetro
cuadrado.

X~Normal(jy = 6000, oy = 100)

a)  Se pide calcular P(X < 6250) = P(X < 6250), entonces
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P(X =6250) =P(X <6250) & P (X Ex < 6250 6()00) =P (Z < —-—-—6250 6000
Oy 100 100
de tablas de la funcion de distribucion acumulativa normal estandar
P(X < 6250) = F;(2.50) = 0.9938
b)  Esto es calcular P(5800 < X < 5900), entonces

)pw<nm

| 5800 — 6000 X —puy 5900 — 6000
P(5800 < X < 5900) ~ P( oo < e < 100 ) = P(—2.00 <Z < -1.00)
de tablas de la funcion de distribucion acumulativa normal estandar
P(5800 < X < 5900) = F;(—1.00) — Fz(—2.00) = 0.1587 — 0.0228 = 0.1359
¢)  Elvalor de resistencia que excede el 95 % de las muestras, se plantea
P(X < x) = 095

X — x—

P( = Pt BT
Ox Ox
P(Z<z —f—ﬂ)— 0.95
°T 100 /T

de tablas de la funcién de distribucion acumulativa normal estandar, con .05y por simetria
Z'u - 1.64
x — 6000 164

100 7
despejando

x = 1.64(100) + 6000
x = 1.64(100) + 6000 = 6164

Problema 5
El tiempo de espera, en horas, que tarda un radar en detectar dos conductores sucesivos a alta velocidad es una variable
aleatoria continua con funcion acumulativa dada por

Bw={, "

1— g7 8x

x <0
x>0

-
»
-
»

a)  Obtener la probabilidad de esperar menos de 12 minutos entre dos conductores sucesivos.
b)  Determinar la probabilidad que el tiempo de espera sea entre 12 y 18 minutos.

¢)  Calcular el promedio y la variancia del tiempo de espera.

15 Puntos

Resolucion

Sea X la variable aleatoria que representa el tiempo de espera entre dos automovilistas que circulan a alta velocidad.
aummovxlxstas)

hora
a)  Se pide determinar P(X < 12 minutos), entonces

P . Y £
P(x<Z)=p(x<i)=1- %) ~ 0.7981
b)  La probabilidad de que el tiempo de espera sea entre 12 y 18 minutos, entonces P{12 < X < 18)

P(12<X<18) = p(;—§<x ig) Fx(fo) FX(S)—-i—e () - [ s)]

2 - ~ —g(t —af X _B _24
—1-¢%0) _ 1467 = ¢0) — %) = e T e B w1111
¢) El promedio de tiempo para detectar a dos automovilistas que circulan a alta velocidad, es la media de la
distribucion exponencial

1 1
EX) = 138 N 0.1250
La variancia de la variable aleatoria con distribucién exponencial esta definida por

1 1
Var(X) = =" & 0.0156

Xr~Exponencial ( =8
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Problema 6

Se seleccionan al azar dos repuestos para una pluma de una caja que contiene tres repuestos azules, dos rojos y tres
verdes. Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de repuestos azules en la seleccion y sea Y la variable
aleatoria que representa el namero de repuestos rojos.

a)  Determinar la distribucion de probabilidad conjunta.

b)  Calcular P[(x,¥) €A] donde A ={(x,y) | X +Y < 1}

¢)  ¢;Son variables aleatorias conjuntas estadisticamente independientes?
15 Puntos

Resoluciéon

a)  Ladistribucion de probabilidad conjunta se define por

ferl,y) =PX =x Y= =PX =xNn¥=9)
Sea X la variable aleatoria que representa el niimero de repuestos azules, su recorrido es
Ry=1{0,1,2}

Sea Y la variable aleatoria que representa el niimero de repuestos rojos, su recorrido esta dado por
Ry = {0,1,2}

La funcion de probabilidad en forma analitica es

D6 )

fy(x,y) = @

;i x=0123, y=012 x+y<2

; en otro caso

La funcion de probabilidad en forma tabular, es

(g) )(2) 3 (o) (1) (1) 6

fxv(0,0) = (3) =58 Fxr(0,1) = (2) =5

0z DG 1 0. DEE _s
fxr(0,2) (g) 28 frr(1,0) (g) 58
frr(1,1) = ( )(3 (0) 25% Fer(1,2)=0
fir(2,0) = (2) ()G = % fer@D =0 fr(2,D =0

Q

entonces la forma tabular es
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X
Frr(x,3) 0 1 2 )

] 3 9 3 15
28 28 28 28
1 — i 0 B
y 28 28 28
2 L 0 0 1
28 28

10 15 3

(x —_ = it
fe(x) 28 28 28 1

b) Pl(x,y) €A] donde A={(x,y) | X+Y¥ < 1]} éstoes

3 6 g 18 ¢
PU+Y 1) = fir (0,0 + frr O D + fry (1LO) = g+ o+ o =20 =~ 0.643

¢)  Las variables aleatorias conjuntas son independientes, cuando se cumple la definicion

Fer(, ) = () fy)

sustituyendo se tiene
fxr(0,0) = f(0)f(0)

sustituyendo los valores de la funcién conjunta y de las funciones marginales, se tiene

3 (10‘) (15)
287 \28/\28

por tanto, no son estadisticamente independientes.

Problema 7

Una inversion requiere para su incremento un desembolso inicial, el cual genera un beneficio creciente durante los
préximos cinco afios que tiene una vida util: Afio 1, $100; Afio 2, $150; Afio 3, $200; Afio 4, $210; Afio 5, $220.

a)  Obtener la recta de regresion por el método de minimos cuadrados.

b)  ;Existe una tendencia lineal significativa en el beneficio durante el periodo indicado? Justificar su respuesta.

¢)  Calcular el coeficiente de determinacién e interpretar el resultado.

15 Puntos

Resolucion

Los datos en estudio del enunciado, son

Afio (x)

1

Pesos $ (»)

100

150

200

210

220
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El diagrama de dispersion es el que se muestra

| N
Diagrama de Dispersion v =30x+86
R = 0.8893
:
%
ol e . O
i. e
€ o o
g 00 -
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0 ] 2 | | 6
Afio
| Y,

a) Para obtener la recta de regresion al realizar las sumas, se tiene

. Pesos ($)
Afio (x) ¥) Xy X ¥
1 100 100 1 10000
2 150 300 4 22500
3 200 600 9 40000
4 210 840 16 44100
5 220 1100 25 48400
| Sumas 15 880 2940 55 165000
5
Ssxx = Z xf (zt-lx )
i=1
sustituyendo
2
58, = 95— (1? =10

Z ZFr”‘ )(E: 13’5)

sust1tuyendo

(15)(880)
§. sy = 2940 ———T— = 300

5

2
Ssy},. - Z yz _ (Z?:ly:)

n
i=1
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sustituyendo

(880)2
SSyy = 165000 — z = 10120
_ Sy
T S5,
sustituyendo
_300_ .
= %0 =
7= i=1Xi
7
15
K= 55 =
V= Eg:ﬂv’z
n
_ 880
Yy = "*5—'— =176
El estimador
Fo=¥Y—H*

o = 176 — 30(3) =86
La ecuacion de la recta estimada esta dada por

F=bBthx
con los valores obtenidos
$=86+30x

Representa el modelo de regresion lineal de los afios a partir del rendimiento obtenido.
b)  Se sabe que el coeficiente de correlacion estd dado por el estimador
' R= SS—xy
/35555y
sustituyendo los valores obtenidos
=—— R
= JGo(101z0) 0.943

el ajuste a una recta es de 0.943, que se puede decir que es bueno.
¢) Elevando al cuadrado el coeficiente de correlacion, se tiene

2
RZ = (Ssx)’}
SSuxSSyy
sustituyendo se tiene
(300)2 30000

z — —
r (10)(10120) 101200
Indica que los afios de inversion explican el 88.9% del rendimiento de la inversion, por tanto, el modelo es bueno
pues el grado de explicacion es bueno.

R 0.889
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