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usando dlgebra lineal”
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1.- Sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden

En ocasiones, los sistemas lineales de coeficientes
constantes (invariantes en el tiempo) de orden
superior se reducen a sistemas lineales de primer
orden por medio un cambio de variable.

a2x" (@) +al x' () + a0 x(t) = F(t)

Normalizando

oo+ 8 a o _F®
@® + 2x(t)+ x(t) -

Proponiendo un cambio de variable, en este caso,

con la primera derivada de la \variable
dependiente, se tiene

x'(0) =v(t)
x"(@) =v'(¢t)
El sistema de ecuaciones queda
al a0 F(t)
'O +—=v) +—= xt) =—
v()+a2v()+a2x() >

v(t) —x'(®) =0

Este sistema de ecuaciones se puede resolver por
medio de sustitucion o por medio de los
operadores diferenciales.

D+% _“v(t) izt)
1 xOF 15

Al desacoplar las ecuaciones se tiene

o+ o+ e

F(t)

a2
0

La estructura de la ecuacion diferencial original se
conserva, tanto para la variable original como
para el cambio de variable propuesto.
2 al aO D + E m
(D +a—2D+a—2>x(t)= a2 a2
-1 0

ey =2

(D L
+—D+
a2

F(t) a0

(02 alD aO) ® [ )
+=D+—|v\) =| g2 2
a2 a2 0 D

(D +—;D+ )v(t)— [%

La solucion para las ecuaciones desacopladas
viene dada por la combinacién lineal del conjunto
fundamental de soluciones y la solucién
particular.

al a0
/12+—/1+—=0
a2

2 eI e g
12T Ty Ve T raa

x(®) =CleMt +C2eMt + xp(t)

v(t) = C3eMt+Chet + vp(t)

e El sistema de ecuaciones se puede
descomponer en dos ecuaciones
diferenciales del mismo orden n de la
original.

e las ecuaciones caracteristicas y por lo
tanto, las raices y la solucion homogénea
sonsimilares.

e Al encontrar las soluciones separadas de

cada ecuacién, aparecenn constantes

indeterminadas para cada una de ellas,
en total 2n constantes libres.

El  ndmero total de constantes

linealmente independientes del sistema



es realmente n, por lo que hay que
volver a encontrar las relaciones entre
las soluciones del sistema de ecuaciones.
X0 =21C1eMt 2202 e
+ Dxp@®)]

A CleMt+22C2et + Dlxp@®)]
=C3eM "+ 4Pt

+ vp(®)
C3=11C1
C4=212C2

2.- Forma matricial de un sistema de ecuaciones.

Reescribiendo el sistema de ecuaciones anterior,
se pude establecer el siguiente sistema.

v (@) + Z—; v(t) + Z—g x(t) = %
x@® —-v®) =0
b ALl
_ [F(t)/aZ]
0
(R e
x'(t x(t
+ [F(t)o/aZ]
[V'(t) _ [—al/aZ —aO/aZ] [V(t)
x' O]~ 1 0 x(©)
+ [F(t)o/aZ]
g =Agq+b

Esta version es similar a la ecuacion diferencial de
primer orden

x'=Px+g(t)

En la ecuacion diferencial lineal de primer orden,
su solucidn se puede obtener por medio de factor
integrante, siendo

x'—Px= gt

©= el Pat
px'—=Px)=pug

e—det(xl_Px) — e—detg(t)

e-lPatyr _ —IPatp, _ ,-JPat g@®

dle! —Pdtx] = e/ Pt g(D)at

e‘fpdtx=fe'fp‘“ g®dt + C1

x = efpdtfe‘fp‘“ g@®dt + c1e/Pat

Buscando un desarrollo similar, ahora Ila
informacién  del sistema de ecuaciones
diferenciales esta contenida en la matriz A.

3.- Valores propios, vectores propios.

Al igual que de P(t) se encontraba al factor
integrante necesario para resolver la ecuacién
diferencial, ahora los valores propios y los
vectores propios contienen dicha informacién.

Buscando los valores propios
1 0
e Z [ 0
A=A = a2 a2~ 0 2
1 0
al a0

——=2
A_/U:[ a2 a2
1 -1

Det (4 — AD =(—Z—;—A) (YD) —(—Z—g>=o

22 all a0 0
+—A+—=
a2 a2

Resulta ser que los valores caracteristicos de la
matriz corresponden a las raices del polinomio
caracteristico de la ecuacién diferencial original.

En cuanto a los vectores principales

U-a1p 1] = [8]

k21

8 Yy o
[ “21 ﬁ][ku]:[o]

k11 =21 k21 =0
Si
k21 =1
k11 = A1

El primer vector principal es



_ 1
K1 = [1]
Para el segundo vector principal

4-22D g;] = [8]

a
12 —— [k12
aZ k22

k12 — 22 k22 =0
Si
k22 =1
k12 = A2

El primer vector principal es
_[A2
K2 = [1]

Resulta que los vectores principales traen la
combinacion correcta de las constantes C1 y C3
asicomo entre C2 y C4 del sistema de ecuaciones
diferenciales original.

Al hacer la combinaciéon de las soluciones
relativas a cada una de los valores principales
(raices) y vectores principales (combinacion lineal
de las constantes) se llega a la solucion
homogénea.

v(t)
x(t)

[28 = c1[M]er et ca[P2] e

v()] _ Ale?tt 12 e?2t
[x(t) =(1 eMt +C2 eh2t

=ClKleMt 4+ C2K2eMt

De esta forma, las soluciones linealmente
independientes, para ambas variables, son los
vectores:

_ [r1et?] _ At
Xl_[e’“t =Kle

A2 e??

X2 = p2t

] K2 elZ t

A estas se les conoce como el conjunto
fundamental de soluciones del sistema de
ecuaciones diferenciales.

4.- Wronskiano

Para verificar que las soluciones sean linealmente
independientes, se recurre a concepto del
determinante Wronskiano. Ahora, en cada una de
las columnas del determinante, se colocara de
forma ordenada a las soluciones propuestas.

W (X1,X2) = Det[X1 X2]

/11611 t 212 elZ t

e}Ll t e}LZ t

W(X1,X2) = Det

W(X1,X2) = Alett tef2t — J2 el2tpdlt
W(X1,X2) = (A1 — A2) e A+A2)t

Para que las soluciones sean linealmente
independientes, el determinante Wronskiano
debe ser diferente de cero, por lo que mientras
las raices sean diferentes, esto se cumplira.

Para los casos de los valores principales repetidos
y los valores principales complejos, habrd que
proceder con otro procedimiento.

Ala matriz que se forma a partir de las soluciones
en forma ordenada, sin considerar a las
constantes indeterminadas, se le conoce como
matriz fundamental

o (t) = [X1 Xx2]
D(t) = [K1 eM?t K2 e??t]

k11 et k12 e?2 f]
o0 = |
© k12 eMt k22 o2t

D) = [kll k12 [em t]

k12 k221le22 ¢

Con la matriz fundamental, se puede construir la
solucidén homogénea del sistema.

[v(t) _ [k11 Mt k12 e? t] [01
xO] 7 L1z et k22 22t

qSol =@ (t) C

Al ser soluciéon del sistema de ecuaciones, se
puede introducir esta informacion en el sistema
de ecuaciones diferenciales original



g =Aq+b
g=o1C
g =o()C

Parala parte homogénea

q'=Aq
P'WDC=Ad()C
OWC-—AP®DC=0

Esto se debe cumplir para cualquier constante,
conlo quesetiene

') —A4A0@®) =0
@' () =4 o)

Ya que el determinante Wronskiano eta definido
a partir de las mismas soluciones, y es diferente
de cero para asegurar la independencia lineal,
esta matriz es nosingular.

5.- Valores propios reales diferentes.

Con los valores principales reales diferentes,
generan vectores principales distintos. De esta
forma, la combinacidn lineal de los vectores
principales 'y las funciones linealmente
independientes directamente dard la solucién
homogénea.

Ejemplo 1. Resuelva el sistema de ecuaciones
diferenciales homogéneo.

3x'@®) —3x() —9y@® =0
-10x@®) +2y't)—6yt) =0
Solucion.

Transformando al sistema de ecuaciones a su
forma matricial se tiene

x'(@®) = x(®) +3y@®)
y'@® =5x@) +3y@)

[ol=6 o

4=l 3]

v-n=l} 3L

Det(A—2D =0
Det[15)L 33/1]:0
1-DB-D-15=0
A2—41—-12=0
Al =-2
A2=6
Para el primer valor principal
(A-21DK1=0
5% 5 2allal =[]
k11 + k21 =0
Si
k11 =1

k21 = -1

=[]

Para el segundo valor principal

(A-22DK2=0
SRR H

5k12 —3k22 =0

Si
k12 =3
k22 =5
_ I3
K2 = [5]
La solucion del sistema homogéneo es
x®)] _ 17 -2¢ 3] et
[y(t) =c1 [_1]e +czf]]e
x(t)

(t) _Cl 2t]+ 2[5 6t]

@®) -2t ¢
[;(E) o o |

o R [ o [



[x(t) _[Kk11 k12”em] [Cl
y@1 " k21 k22!le22tllc2

Con los valores reales distintos, de los vectores
principales asociados a las funciones de cada uno
de los valores principales genera el conjunto
fundamental de soluciones. Al hacer Ia
combinacion lineal de dichas soluciones se
obtiene la solucion homogénea del sistema.

6.- Valores propios reales repetidos

Cuando aparecen valores reales repetidos, las
funciones linealmente independientes asociadas
a cada valor dejarian de ser linealmente
independientes. Se tendrian que generar n
vectores linealmente independientes y cada una
de las funciones hacerla linealmente
independiente de la anterior.

a) Si con un valor repetido n veces se pueden
encontrar n vectores linealmente
independientes, la solucién serd la combinacion
de la misma funcién con los vectores

independientes.

Ejemplo 2. Sea el sistema de ecuaciones

1 -2 2
X'(t)=[—2 1 =2(X(®
2 =2 1
Para el vector
x1(t)
X(@) = |x2(t)
x3(t)

Determine la solucién del sistema de ecuaciones.

Solucion.
1 -2 2
A=|-2 1 =2
2 -2 1

Det(A—AD =0
—(=5+1)A+MD%2=0

A1=-1

A3=5

Con el valor primer valor principal

1+1 -2 2 |[k11]
-2 1+1 -2 ||k21|=0
2 -2 1+l

k11 — k21 + k31 =0

Asignando un primer juego de valores se obtiene
el primer vector principal

k21 =1, k31 =1, k11 =0

0
1
1

Con otro juego de valores, se puede obtener otro
vector principal

K1 =

k21 =1, k31 =0, k11 =1

1
1
0

Ambos linealmente independientes.

K2 =

Para el uUltimo valor se tiene

1-5 =2 2 k13
-2 1-5 =2 |[|k23|=0
2

2 - 1 —51Lk33
k13 — k33 =0
k23 + k33 =0

Sélo permite generar un vector principal.

k13 =1, k33 =1, k23 = -1
1
K3 =1[-1
1
Generando la solucién
0 1 1
X® = [1]|et+|1]e t+|-1]e
1 0 1

b) si el valor principal de multiplicidad n
solamente tiene un vector propio, las soluciones
se construyen a partir de nuevos vectores
independientes.

Parala primera soluciénse tiene



X1 =Ke't
Parala segunda solucién
X2 =Kte*t+Pett

Parala tercera solucién

t2
X3=K?e“+Pte“+Qe“

Hasta la n solucién asociada al n valor repetido

tn—l tn—2

Xn=K —— 't 4P —— ett 4 ..
(n—- D! (n—-2)!
+ Knett

Para resolver la primer repeticién, como X2 es
solucidn de la parte homogénea

X2 =Kte''+pett
X2'(t) = AX2(t)

KAltert +Kert+PL ett
=A(Ktert+Pett)

Reagrupando

AKtert—KAtert —Kert —P 2 ett
+APetrt=0

(AK—-KA)te*!t+(AP— K—PDert=0
Generando el sistema de ecuaciones
(4 -21)K =0
4-a0prP=K

Siendo la primer ecuacion la definicion del primer
vector principal y la segunda ecuacion la que
genera a un vector linealmente independiente
con respecto al primero.

Si se tienen tres repeticiones

tZ
X3=K7e“+Pte“+Qe“

X3'(®) = AX3(t)

t2
K te“+K/1? ettty pett 4 pprtett

+Q A1ett

tZ
=A<K?e“+Pte“
+Qe“>

Reagrupando

tZ

—-K te“—K/l?e“—Pe“—Plte“
tZ

—QAe*t +AK ?e’“

+APte*t+AQ et =0

tZ
(AK—KA)?e“+(AP— K—P MDtert

+AQ—-P—-QMNert =0
Generando el sistema de ecuaciones
(A-21)K=0
4 -2D)P=K
A-2ADQ="rP
Y asi, sucesivamente.

Ejemplo 3. Resuelva el sistema de ecuaciones
diferenciales.

X(t)=3x—-y—z

y® =x+y-z

Z({t)=x—-y+z
Solucién.

Transformando el sistema a su forma matricial

3 -1 -1
X=1 1 -1|X
1 -1 1

Los valores principales son

Al1=1
A2 =2
A3 =2

Con estos valores principales se obtienen los
vectores



1
K1 =11
1
1
K21 =1{0
1
1
K22 =|1
0

Al poder generar dos vectores independientes del
valor repetido, se tiene

X1 = K1leMt
X2 = K21 e?2t
X3 = K22 e??t

Quedando la solucién

1 1 1
X=C1|1|et +C2|0|e?t +C3|1]|e?®
1 1 0

Ejemplo 4. Resuelva el sistema de ecuaciones

4 1 0
0 4 1
0 0 4

X = X

Los valores principales son

Al=4
A2 =14
A3 =4

Sélo se puede obtener un vector principal.

4 -21)K=0

5t BB
-

1
0
0

Para los demas vectores, se realiza el sistema de

—
o o
oo R O |

K =

ecuaciones

4 -2121)P=K

4—4 1 0 1[pP11 1
0 4—-4 1 ||p2|=]0
0 0 4—4llp3 0
0 1 o][r? 1]
0 0 1||p2[=|0
0 0 ollp3 0l
p3 =0, p2 =1, pl=1
1
P=|1
0
Y para el tercero
A4-211)g=r
4—4 1 0 1411 1
0 4-4 1 ||92|=]1
0 0 4-—4 0

(=}

q3
0 1 0][q1 1]
0 1la2] = |1
0 0 0llg3 ol

q3 =1, q2 =1, ql =1
Q=

1
1
1

Encontrando las soluciones independientes
X1 =KeMt

X2=Kte?tpett

t2
X3 =K ?e“t+Pte’1“+Qe’1“

Quedando la solucién

1 1 1
X=Cl[0 e‘“+cz<0 t+ 1>e‘“
0 0 0
([1 £2 1
+C3| |0|—+ |1t
ol 2 0

1
1
1

+

7. Valores propios imaginarios conjugados.

En ocasiones, los valores propios de la matriz
seran imaginarios, ocasionando que los vectores



principales también sean complejos. Estos valores
apareceran de forma conjugada.

1=lo1
Si
(@11 — D@22 - 1) —al2a21 =0
y

A, =axpi
Para el primer valor

(4 - A11)K1=0

all—a—-pi al2 “kll =0
a21 a22 —a—pBillg21! —
k11(all —a — B i) +al2 k21 =0
Si
(—all+a+ B0
k11 =1, k21 =
al2
1
k1 =|Call+a+pg0D
al2
Para el segundo valor
(4 — 121)K2 =0
all —a+pi al2 “klz -0
a21 a22 —a+ B illg221 ~

k12(all —a + B i) + al2 k22 = 0

Si
(—all+a—-p1)
al2

k12 =1, k22 =

K2 =

1
(—all+a-p i)]
al2

Como los valores principales fueron conjugados,
los  vectores principales también serdn
conjugados.

A= 4,

K1 =K?2

Una forma de presentar la solucién es con el
sistema principal con valores vy vectores
imaginarios conjugados.

X1 =K1 e(a+,5’i)t
X2 = K2 @ Pt = K1e(@+hDt
Siendo la solucidn
Xh=C1X1+C2X2
Xh =C1 K1 @Bt 4 2 K2 ela—Bit

Aunque se puede dar como solucién a la anterior
combinacion, ésta requiere de constantes
complejas C1l y C2. Por ello se prefiere cambiar a
la forma en constantes reales, vectores reales y
funciones seno y coseno, como ocurrié con las
raices imaginarias.

X1 = K1 e(a+Bi)t = Kle®tehit

X2 = K1 e@*Bdt = Koo te-hit

X1 =Kle““(cosBt +isinft)

X2 =Kle%f(cosft —isinft)
Sumando las soluciones

X1+ X2 = Kle**(cosf t
+isinft)+ Kle*(cosp t
—isinft)

X1 4+ X2 = (K1 + K1)e%tcosBt + i(K1
—K1)e%tsinfBt

Restando las soluciones y multiplicando por el
imaginarioi

X1 —X2 = Kle**(cosf t
+isinft)— Kle“t(cosf t
—isinfit)

X1 —X2 = (K1 — K1)e%tcosBt + i(K1
+ K1) e*tsinft

i(X1 —X2) = i(K1—K1)e*tcospt — (K1
+K1)e%tsinf t

A partir de la suma vy diferencia de los
conjugados, se puede obtener la parte real y la
parte imaginaria, quedando Unicamente vectores
con coeficientes reales.



1 _
B1 = 5(1{1 +K1), B1=Re[K]]

i —
B2= (K1 -K1), B2=—-Im[K1]

Las nuevas soluciones linealmente

independientes quedan

X1n = e®(Blcosf t + B2sinf t)

X2n = e*(B2cosft —Blsinft)

Ejercicio 5. Resuelva el sistema de ecuaciones
x'(t) = 6x(@) — y(@©)
y'@® =5x#) +2y@®

[x’(t) :[6 _1] [x(t)
y' () 5 21ly®

a=[2 Y
a-a=[g 1[5 3
Det(A—AD =0

Det [6gl -1

270

22— 81417 =0
A =4+
A2=4—i

Para el primer valor principal

(A-21DK1=0
3t -1

5k11 + (=2 — )k21 =0

si
k21 =5

K11 =2 +i

24

K1_[ : ]

Con el otro valor se obtendria el vector
conjugado

1 == 2
Bl=2(k1+K1), Bl= [5]
i — -1
B2 = (k1 - K1), Bz=[0]

Con los desarrollos anteriores se tiene
X1in = e*(Blcosft + B2sinft)
X2n = e*(B2cosft —Blsinft)

Con las soluciones linealmente independientes
_ a2 1]
XIn =e ([S]COSﬁt+[0]smﬁt)

X2n =e* ( [_01] cosft — [E] sinf t)

Y de su combinacion lineal se obtiene la solucién
homogénea.

Xh =Cle* ([é] cosft + [_01] sin B t)

+ C2e*t ( [_01] cosft
~[3lsins ¢)

8.- Parte no homogénea

Similar al procedimiento que se ocupd para
obtener la solucién en una ecuacidn lineal de
primer orden, ahora se ocupara la informacién
contenida en los valores principales ylos vectores
principales para obtener la solucién al sistema de
ecuaciones no homogéneo.

x'=Px+g(t)

De la solucion de la ecuacion diferencial lineal de
primer

x = edetfe—det g@®dt + Clel Pat

Se observa que las caracteristicas del sistema
venian en el polinomio P, a partir del cual se
desarrollé dicha solucién. Ahora tomando en
cuenta a que la informacién de las raices del
sistema de ecuaciones y sus combinaciones esta
dada por la matriz fundamental, se tiene el
siguiente desarrollo.

Sea
X' =AX + F(¢t)



Con una matriz fundamental
o(t) = [x1 x2 -]
La solucion homogénea esta dada por
XSol = d(t) C

Ahora se buscara un vector de funciones U(t) tal
que

ul(t)
U@ = [uZ (t)]
Xp = @(t) U(D)

Donde Xp es una soluciéon de sistema no
homogéneo, similar al método de variaciéon de
parametros.

X = AX + F(t)

Xp' = d' QU®) + d(t) U'(t) + F(t)

' QUE) +2@U (1) = A2 U® + F(t)
Como
o'(t) =4 o)
El sistema queda

AU + U () =AdOU® + F(t)

oMU’ (t) = F(b)

Como la matriz fundamental propuesta es no
singular, en lugar de pasar dividiendo, se utiliza su
inversa para obtener.

U'(t) = " 1OF(t)

Integrando
U@ = [0 OF @) de+

Obteniendo la solucidn del sistema de ecuaciones

XSol = o U(t)

XSol = Xp + Xh

md=¢®€+¢®f¢*@ﬂ0dt

Ejemplo 6. Resuelva el sistema de ecuaciones
diferenciales

w=[0 3x+[]e
Solucién

Identificando a la matriz A y encontrando sus
valores principales y vectores principales

a=[% 3
Det(A—2A1) =0
“DB-DV+2=0
AM1=1
A2 =2
Obteniendo los vectores principales

A4-21D [E}] -0

[0—_11 331] [llﬁ =0

—k11+2k21 =0
-]

k -
kg] =0

[0:12 3 2 2] [llgg =0

—k12 + k22 =0

-22n]

=Y

La matriz fundamental queda

o) = [X1 x2]

2et 1e?t
*(® =[let 1eZt]

1 2t 2t
-1 _ e —e
P11 =l 2ef]

IR [



Calculando laintegral
_ et —e ' 17 ¢
v = [ S [ ]etar

= f [—32e—f]dt

L [

Y realizando la multiplicacion

XSol = (O U®)

wsol =[50 llset]+ 5 &G

XSol = C1 [ﬂ et +C2 [ﬂ o2t
2

+25 Sl

4tet + 3et]

XSol = C1 [i] et +C2 E] et + [Ztet e

Ahora solamente falta introducir las condiciones
iniciales, para obtener el valor de las constantes
indeterminadas.



